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教学目的：
《回归分析》是统计学的一个重要分支, 在自然科学领域及社会科学领域都有着广泛

的应用。本课程的授课对象为统计与管理学院本科实验班学生，以培养学生统计建模和

应用能力为主线, 重点讲授回归分析理论和方法。通过该课程的学习，应使学生掌握回
归分析的基本概念，熟悉其主要理论和方法，培养学生实际数据分析能力，能运用统计

方法分析研究现实生活和实际生产中的一些具体问题，有较强动手能力和一定的推理分

析能力。教学方法上考虑将多媒体技术、统计分析软件、实践教学等有机结合起来。达

到提高课堂教学效率和教学质量的目的，通过案例教学和启发式学习方式，使学生进一

步明确如何正确使用所学的统计方法。

课前预习：
由于本课程是关于回归分析的理论和实际应用，要求学生做到课前预习，老师在课

堂上将就这些理论和方法进行阐述和解释，如果学生事先阅读有关章节，将有助于理解

课程内容。

考核形式：
学生的最后的总分计算方法如下：

平时成绩（考勤 + 作业） 30%
期中考试 20%
期末考试 50%
课后作业 6 次左右课后作业。

从学期第二次授课开始。

每次作业要求在一周内完成，独立完成，不接受迟交作业。

期末考核 具体细节待定。

学术诚实：
涉及学生的学术不诚实问题主要包括作业及考试的作弊；抄袭；伪造或不当使用在

校学习成绩；未经老师允许获取、利用考试材料。对于学术不诚实的最低惩罚是考试给

予 0 分。其它的惩罚包括报告学校相关部门并按照有关规定进行处理。
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回归分析教学要点
教学大纲

第一章：模型概论

第二章：最小二乘估计方法及其理论

2.1 最小二乘估计
2.2 极大似然估计
2.3 估计的性质
第三章：回归方程和系数的检验

3.1 模型的检验
3.2 回归参数的检验
第四章：回归变量的选择

4.1 C-P 准则
4.2Mallow 准则
4.3AIC 准则
第五章：回归残差诊断

5.1 残差图
5.2 异常点的识别
5.3 强影响点的识别
第六章：Box-Cox 变换
6.1 Box-Cox 变换的原理
6.2 算法
第七章：均方误差及其复共线性

7.1 均方误差的定义
7.2 复共线性
第八章：有偏估计

8.1 有偏估计的思想
8.2 岭估计
8.3 主成分估计
第九章：多元线性模型和其他

9.1 kronecker 积, 矩阵拉直运算
9.2 多元线性模型
9.3 生长曲线模型
9.4 面板数据模型
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9.5 单因子模型、两因子模型、混合模型等
第十章：案列分析

10.1 上市公司净资产收益率预测分析报告
10.2 北京市商品房价格影响因素分析报告
10.3 教学评估数据分析报告
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第一章 模型概论
回归分析是用来研究变量之间相关关系的一种统计方法，它不同于化学、物理、数

学中研究的变量之间的关系。回归分析研究的变量之间的关系的特征是：部分确定的关

系。

例如：

• 体重 Y 与身高 X 的关系，一般来说当 X 大时，Y 也倾向于大，但 X 不能严格地
决定 Y。

• 城市生活用电量 Y 与气温 X 有很大的关系，夏天气温很高或冬天气温很低时用
电量就高。相反，在春、秋季气温适量，用电量就相对少，但我们不能由气温 X
准确地决定用电量 Y。

• 数学分析 X1 和高等代数 X2 的成绩与回归分析的成绩 Y 有很大的关系。通常数
学分析和高等代数学得好，回归分析也学得好，但不能由数学分析和高等代数的

成绩来完全决定回归分析的成绩。

在以上的例子中，Y 通常称为因变量或者响应变量，X 称为自变量、预测变量、解
释变量或协变量。

Y 的值一部分是由 X 能够决定的部分，它是 X 的函数 f(x)，例：线性关系
f(x) = β0+β1x,二次多项式关系 f(x) = β0+β1x+β2x

2,多个变量 f(x) = β0+β1x1+β2x2,
其中 β0, β1, β2 是未知的，称为未知参数。另一部分是由其它众多未加考虑的因素（包

括随机因素）所产生的影响, 称为随机误差，通常用 ε 或 e 来表示，要求 Eε = 0 或

Ee=0。于是，

Y = f(X) + e =


β0 + β1X + e

β0 + β1X + β2X
2 + e

β0 + β1X1 + β2X2 + e

(1.1)

(1.1) 称为回归模型，如果因变量与未知参数的关系是线性的，称为线性回归模型;
如果因变量为未知参数是非线性的，比如：y = exp(β0 + β1X + e)，称为非线性回归模

型；如果 f(x) 是 X 的一个未知函数，则称为非参数回归模型。
本课程我们只涉及线性回归模型，β0, β1, β2 称为未知的回归函数，需要通过观测的

数据来估计。

假设自变量X分别取值为 x1, x2, ..., xn时因变量Y对应的观测值分别为 y1, y2, ..., yn,
于是我们有 n 组观测值 (xi, yi)，如果 Y 与 X 有回归关系 Y = β0 + β1X + e, 则这些
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(xi, yi) 应该满足

yi = β0 + β1xi + ei, i = 1, 2, ..., n

ei 为对应的误差，基于 (xi, yi), i = 1, 2, ..., n 和适当的统计方法，我们可以得到 β0

和 β1 的估计值：β̂0,β̂1，略去误差项 ei 得到 Y = β̂0 + β̂1X 称之为经验回归直线。

例 1.1.1：假设 X 表示身高 (cm)，Y 表示体重 (kg)。假设 Y 与 X 之间具有线性回
归关系 Y = β0 + β1X + e,e 表示除了身高 X 之外所有影响体重的其它因素，如：遗传
因素，饮食因素和体育锻炼。

测量了 n 个人得到 (xi, yi), i = 1, 2, ..., n，得到经验回归直线 Y = −40 + 0.6X，这

个经验回归方程在一定程度上描述了体重与身高的相关关系，给定 X 的一个具体值 x0，

可以算出对应的 Y 值 y0 = −40 + 0.6x0。

在实际问题中，影响因变量的主要因素往往很多，这涉及多个自变量的回归问题，

假设自变量 Y 和 p-1 个自变量 X1, ...Xp−1 之间有如下关系：

Y = β0 + β1X1 + ....+ βp−1Xp−1 + e

这就是多元线性回归模型，β0 为常数项，β1, ..., βp−1 为回归系数，e 为随机误差。
对 Y,X1, ..., XP−1 进行了 n 次观测得到 n 组观测值

xi1, ..., xi,p−1, yi, i = 1, 2, ..., n

它们满足关系式

yi = β0 + β1xi1 + ....+ βp−1xi,p−1 + ei

ei 为对应的误差，用矩阵记号：

y =


y1

y2

...

yn

 , X =


1 x11 ... x1,p−1

1 x21 ... x2,p−1

... ... ... ...

1 xn1 ... xn,p−1

 , β =


β0

β1

...

βp−1

 , e =


e1

e2

...

en


则

y = Xβ + e

y 为 n× 1 的观测向量，X 为 n× p 已知矩阵，通常称为设计矩阵，β 为未知的参数向

量，e 为 n× 1 的随机误差向量，其均值为零向量。

关于随机误差 ei, 除了均值为零外，常用的假设是：
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(a) 等方差，即 V ar(ei) = σ2, i = 1, 2, ..., n；

(b) 误差是彼此不相关的，即 Cov(ei, ej) = 0, i ̸= j。

通常称以上两条为 Gauss-Markov 假设，即：

E(e) = 0, Cov(e) = σ2I

线性回归模型比较简洁，所以有一些模型显然是非线性的，但经过适当变化，可以

化为线性模型。

例 1.1.3：在经济学中，著名的 Cobb-Douglas 生产函数为

φt = aLb
tK

c
t

其中 φt,Lt,Kt 分别为 t 年的产值，劳动投入量和资金投入量，a,b 和 c 分别为参数，
两边取对数，得到：

ln(φt) = ln(a) + bln(Lt) + cln(Kt)

若令：yt = ln(φt),xt1 = ln(Lt),xt2 = ln(Kt),β0 = ln(a),β1 = b,β2 = c，加上误差项，

便得到线性关系：

yt = β0 + β1xt1 + β2xt2 + et

把原来的非线性模型化成了线性模型、

例 1.1.4：多项式模型也可以化成线性模型，当代人称为回归分析和回归模型，“回
归”Regression”是应该著名生物学家兼统计学家 Galton(高尔顿) 在研究人类遗传问题
时提出的。

他研究了 1078 对父亲及其一子的身高数据，X 表示父亲身高，Y 表示儿子身高，
单位：inch(2.54cm)，发现 (xi, yi) 大致呈线性关系，xi 越大，yi 也越大。Galton 对数
据进行了进一步的分析发现了回归效应：

1078 个 xi 值的算术平均值 x = 68inch

1078 个 yi 值的算术平均值 y = 69inch

子代身高比父代身高增加了一英寸

人们猜测若父亲身高为 x, 他儿子的平均身高大致应为 y = x + 1，但 Galton 的结
论与此大相径庭，他发现：当父亲身高为 72 英寸时（注意平均身高 x = 68inch），他们

的儿子平均身高仅为 71 英寸，达不到预期的 72+1=73 英寸，反过来，当父亲身高为
64 英寸时，他们的儿子平均身高为 67 英寸，比预期的 64+1=65 英寸高出了 2 英寸。
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反映了一个一般规律，即身高超过平均值 x = 68inch 的父亲，他们的儿子的平均

身高低于父亲的平均身高，反之，身高低于平均身高 x = 68inch 的父亲，他们儿子的

平均身高将高于父亲的平均身高。

Galton对这个一般结论的解释为：大自然具有一种约束力，使人类身高的分布在一
定时期内相对稳定而不产生两极分化，这就是所谓的回归效应。通过这个例子，Galton
引进了“回归”一词，用他的根据，可以计算出儿子身高 Y 与父亲身高 X 的经验关系：

Y = 35 + 0.5X

它代表一条直线，人们就把这条直线称为回归直线，说明以上现象不是绝对，有随

机性。
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第二章 最小二乘估计方法及其理论
设含有 p-1 个自变量的理论线性回归模型的一般形式为

Y = β0 + β1X1 + ....+ βp−1Xp−1 + e

如果对因变量 Y 和自变量 X1, X2, ..., Xp−1 进行了 n 次观察，得到了 n 次观测数据
(yi, xi1, ..., xi,p−1, i = 1, 2, ..., n)，满足：

yi = β0 + β1xi1 + ....+ βp−1xi,p−1 + ei, i = 1, 2, ..., n

记：

y =


y1

y2

...

yn

 , X =


1 x11 ... x1,p−1

1 x21 ... x2,p−1

... ... ... ...

1 xn1 ... xn,p−1

 , β =


β0

β1

...

βp−1

 , e =


e1

e2

...

en


且假设 rank(X) = p,ei, (i = 1, 2, ..., n) 互不相关，均值皆为零，且有公共方差 σ2，

则得到线性回归模型：

y = Xβ + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I

称 β0 为常数项，βI = (β1, ..., βp−1)
T 为回归系数，β = (β0, βI)

T，y，x 是观测到的
值，e 是不可观测的，基于 y,X 来估计 β。

基本思想为：β 的真值应该使误差向量 e = y −Xβ 达到最小，也就是它的长度平

方：

Q(β) = ||e||2 = ||y −Xβ||2 = (y −Xβ)T (y −Xβ)

达到最小，这就是最小二乘法，即通过求 Q(β) 的最小值来求 β 的估计，注意到

Q(β) = yTy − 2yTXβ + βTXTXβ

用矩阵微分公式：
∂yTXβ

∂β
= XTy,

∂βTXTXβ

∂β
= 2XTXβ

于是：
∂Q(β)

∂β
= −2XTy + 2XTXβ
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令其等于 0，得到：
XTXβ = XTy, (2.1)

称之为正则方程，由于 XTX 是 p× p 方阵，根据假定 XTX 的秩为 p, 因此正则方程
(2.1) 的解为 β̂ = (XTX)−1XTy

根据函数极值论，我们知道 β̂ 只是 Q 的驻点，但我们还需证明它确实使 Q 达到最
小，对任意一个 β

Q(β) = ||y −Xβ||2

= ||y −Xβ̂ +X(β̂ − β||2

= ||y −Xβ̂||2 + (β̂ − β)TXXT (β̂ − β) + 2(β̂ − β)XT (y −Xβ̂)

由于 XTy = XTXβ̂, 于是上式第三项为 0，而第二项总之是非负的，于是，

Q(β) ≥ ||y −Xβ̂||2 = Q(β̂), (2.2)

此式表明，β̂ 确实使 Q(β) 达到最小。

现在证明，使 Q(β) 达到最小的必为 β̂, 事实上，(2.2) 等式成立，当且仅当 (β̂ −
β)TXTX(β̂−β) = 0等价地 X(β̂−β) = 0,则 XTXβ = XTXβ̂，由于 XTX 是一个正交

矩阵，β = β̂, 因此，使 Q(β) 达到最小值的点必为正，则方程的解 β̂ = (XTX)−1XTy。

定理 2.1

(1) β̂ 是 β 的一个无偏估计，即 E(β̂) = β

(2) 方差最小性（Gauss-Markov 定理）。对任意的 p × 1 向量 c,cT β̂ 为 cTβ 的唯一的

最佳线性无偏（BLU）估计。

证明

(1) 显然的

(2) cT β̂ 为 cTβ 的无偏估计，而线性是显然的，现证 cT β̂ 的方差最小，首先

V ar(cT β̂) = V ar(cT (XTX)−1XTy) = σ2cT (XTX)−1c

另一方面，设 aTy 为 cTβ 的任一无偏估计，于是 a 满足 aTy = cT , 则

V ar(aTy)− V ar(cT β̂) = σ2[aTa− cT (XTX)−1c]

= σ2[aT − cT (XTX)−1XT ][a−X(XTX)−1c]

= σ2||a−X(XTX)−1c||2 ≥ 0

并且等号成立 ⇔ aT = cT (XTX)−1XT ⇔ aTy = cT β̂. 证毕
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这个重要的定理奠定了 LS 估计在线性模型参数估计理论中的地位。
误差方差 σ2 的估计也是我们感兴趣的，记 ê = y − Xβ̂ = (I − PX)y, 其中

PX = X(XTX)−1XT，定义 σ2 的估计为

σ̂2 = ||y −Xβ̂||2/(n− p) = êT ê/(n− p)

定理 2.2 σ̂2 是 σ2 的无偏估计

证明

Eσ̂2 = EêT ê/(n− p)

= E[yT (I − PX)y]/(n− p)

= E[eT (I − PX)e]/(n− p)

= E[trace(I − PX)ee
T ]

= trace[(I − PX)EeeT ]/(n− p)

= σ2 trace(I − PX)

n− p

= σ2

通常称 σ̂2 为 σ2 的 LS 估计。
若我们进一步假设误差向量 e 服从多元正态分布，则相应的模型为正态线性模型，

记为

y = Xβ + e, e ∼ N(0, σ2I)

定理 2.3 对于正态线性模型，我们有

(1) LS 估计 c
′
β̂ 是 c

′
β 的极大似然 (ML) 估计，且 c

′
β̂ ∼ N(c

′
β, σ2c

′
(X

′
X)−1c)；

(2) n−p
n
σ̂2 为 σ2 的 ML 估计，且 (n−p)σ̂2

σ2 ∼ χ2
n−p；

(3) c
′
β̂ 与 σ̂2 相互独立；

(4) c
′
β̂ 是 c

′
β 的最小方差无偏 (MVU) 估计。

证明：记 µ = Xβ, 考虑 µ 和 σ2 的似然函数

L(µ, σ2) =
1

(2π)n/2σn
e−

1
2σ2 ||y−µ||2

取对数，略去常数项，得

logL(µ, σ2) = −n

2
logσ2 − 1

2σ2
||y − µ||2
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对均值向量 µ 的 LS 估计，µ̂ = Xβ̂, 我们有

||y − µ̂||2 = ||y −Xβ̂||2 = min||y −Xβ||2 = min||y − µ||2

于是，对每一个固定的 σ2,

logL(µ̂, σ2) ≥ logL(µ, σ2)

而 logL(µ̂, σ2) = −n
2
logσ2 − 1

2σ2 ||y − µ̂||2，在 σ̃2 = 1
n
||y − µ̂||2 达到最大，于是 µ̂ = Xβ̂

和 σ̃2 分别为 µ 和 σ2 的 ML 估计。
由于 rank(X) = p, 因此对于任意的 p× 1 向量，存在 α ∈ Rn 使得 C = αX, 于是

C
′
β = α

′
Xβ = α

′
µ，由于 ML 估计的不变性，C

′
β 的 ML 估计为 αµ̂ = αXβ̂ = C

′
β̂，

这就证明 LS 估计 C
′
β̂ 为 ML 估计。另 C

′
β̂ = C

′
(X

′
X)−1X

′
y 为 y 的线性函数，而

y ∼ Nn(Xβ, σ2I), 则 C
′
β̂ ∼ N(C

′
β, σ2C

′
(X

′
X)−1C)

(2) 因为 PXX = X, 所以

(n− p)σ̂2

σ2
=

ê
′
ê

σ2

=
y

′
(I − PX)y

σ2

=
e
′
(I − PX)e

σ2

= z
′
(I − PX)z

其中 z = e/σ ∼ Nn(0, I)，由于 I − PX 的幂等性，以及 rank(I − PX) = tr(I − PX) =

n− rank(PX) = r − rank(X) = n− p，I − PX 特征根只能为 0 或 1，于是存在正交方
阵 Q，使得

I − PX = Q
′

(
In−p 0

0 0

)
Q

令 Y = Qz，则 Y ∼ Nn(0, In), 对 Y 和 Q 的分块

Y =

(
Y(1)

Y(2)

)
, Q =

(
Q1

Q2

)

其中 Y(1) 为 (n− p)× 1,Q1 为 (n− p)× n，于是

z
′
(I − PX)z = Y

′

(
In−p 0

0 0

)
Y = Y

′

(1)Y(1) ∼ χ2
n−p

为证 c
′
β̂ 与 σ̂2 的独立性，注意到 c

′
β̂ 与 σ̂2 分别为正态变量 y 的线性型和二次型。为

了证明它们的独立性，先讲一个结论：
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设 X ∼ Nn(µ, I),A为 n×n对称阵，C为 m×n矩阵，若 CA = 0,则 CX和 X
′
AX

相互独立。

证明：由 A 的对称性，存在标准化正交阵 P，使得

P
′
AP =

(
Λ 0

0 0

)

其中 Λ = diag(λ1, ..., λr, λi ̸= 0, rank(A) = r，由 cA = 0, 可推得 cPP
′
AP = 0, 等价于

cP

(
Λ 0

0 0

)
= 0

若记 D = cP =

(
D11 D12

D21 D22

)
, 可得 D11 = 0, D21 = 0 于是 D 就写为

D =

(
0 D12

0 D22

)
∆
= (0;D1), D1 : m× (n− r)

将 P 做对应分块：P = (P1;P2),P1 为 n× r，则

C = DP
′
= (0;D1)

(
P

′
1

P
′
2

)
= D1P

′

2

A = P

(
Λ 0

0 0

)
p
′
= P1ΛP

′

1

记 Y = P
′
X, 则根据正态分布的线性组合仍是正态分布，我们知道

Y =

(
Y(1)

Y(2)

)
=

(
P

′
1X

p
′
2X

)
∼ Nn(Pµ, I)

虽然，Y(1) 和 Y(2) 相互独立，且

CX = D1P2X = D1Y(2)

X
′
AX = X

′
P1ΛP

′

1X = Y
′

(1)ΛY(1)

因为 CX 只依赖于 Y(2),X
′
AX 只依赖于 Y(1), 所以 CX 与 X

′
AX 独立。

从前文中可以看出，对于 c
′
β, 它的 LS 估计和 ML 估计是相同的。但是，对于误差

方差 σ2，两者不同了，很明显 ML 估计 σ̃2 是有偏的，E(σ̃2) = n−p
n
σ2 < σ2, 即在平均

定义上 ML 估计 σ̃2 偏小。
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定理 2.4 对于正态线性模型，c
′
β̂ 为 c

′
β 的唯一的最小方差无偏估计 (minimum

variance unbiased estimate, 简记为 MVU 估计),σ̂2 为 σ2 的唯一 MVU 估计。
在回归分析中，我们的主要兴趣在回归系数 βI，所以总是把它和常数项分开表示，

记

X = (1; X̃), β
′
= (β0, β

′

I

其中 1 表示由 n 个 1 组成的 n 维列向量，则线性回归模型可以写为

y = β01+ X̃βI + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I

在实际应用中，有时要对数据中心化，所谓中心化就是把自变量的度量起点移至已在 n
次试验中所取值的中心点处，记 Xj =

1
n

∑
Xij, j = 1, ..., p− 1, 则：

yi = r0 + β1(Xi1 −X1) + ...+ βp−1(Xi,p−1 −Xp−1), i = 1, ..., n

其中 r0 = β0 + β1X1 + ...+ βp−1Xp−1 = β0 +X
′

βI , X
′

= (X
′

1, ..., X
′

P−1) 用矩阵记号，即

为：

y = r01+ X̃cβI + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I, (2.3)

其中 X̃c = (I − 1
n
11′

)X̃，称为中心化设计矩阵，它具有性质 X̃
′1 = 0

X̃
′
(I − 1

n
11′

)1 = X̃
′
(1− 1) = 0

称 (2.3) 为中心化线性回归模型。
对于中心化的线性回归模型（2.3），正则方程为：(

n 0

0 X̃
′
cX̃c

)(
r0

βI

)
=

(
ny

X̃
′
cy

)

即： nr0 = ny

X̃
′
cX̃cβI = X̃

′
cy

其中 y = 1
n

∑
yi, 由此可得 ro 和 βI 的 LS 估计为 r̂0 = y, β̂I = (X̃

′
cX̃c)

−1X̃
′
cy, 并且

Cov

(
r̂0

β̂I

)
= σ2

(
1
n

0

0 (X̃
′
cX̃c)

−1

)
这个事实说明，在中心化线性回归模型中，常数项 r0 总是用因变量观测值的算术

平均值来估计，而回归习俗 βI 的估计可以从线性回归模型 y = X̃cβI + e 按通常的 LS
公式即得，并且这两个估计总是不相关的。

如果没有中心化，记 X = (1; X̃), 利用分块矩阵求逆公式有：
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β̂ =

(
n 1′

X̃

X̃
′1 X̃

′
cX̃c

)−1(
1′
y

X̃
′
cy

)

=

(
1
n
+ x

′
(X̃

′
cX̃c)

−1x −x
′
(X̃

′
cX̃c)

−1

(X̃
′
cX̃c)

−1x (X̃
′
cX̃c)

−1

)(
1′
y

X̃
′
cy

)

=

(
y − x

′
(X̃

′
cX̃c)

−1X̃
′
cy

(X̃
′
cX̃c)

−1X̃
′
cy

)

上式的后 p-1 个分量即为 β̂I , 这就证明了我们的结论，从第一分量知

β̂0 = y − x
′
β̂I = r̂0 − x

′
β̂I

等价地

r̂0 = β̂0 + x
′
β̂I

除了中心化，对自变量经常做的另一种处理称为标准化。记

s2j =
∑

(xij − xj)
2, j = 1, 2, ..., p− 1

zij =
xij − xj

sj

令 Z = (zij), 则 Z 就是将原来的设计矩阵 X 经过中心化和标准化后得到的新设计阵，
这个矩阵具有如下性质：

(1) 1′
Z = 0,

(2) R = Z
′
Z = (rij),

rij =

n∑
k=1

(xki − xi)(xkj − xj)

sisj
, i, j = 1, ..., p− 1

性质 (1) 是中心化的作用，它使设计阵的每列元素之和都为 0。性质 (2) 是中心化后再
施以标准化后的结果。R = Z

′
Z 的元素 rij 正是回归自变量 Xi 和 Xj 的样本相关系数。

因此，R 是回归自变量的相关阵，于是 rii = 1, 对一切 i 成立。
标准化的好处有二，其一是用 R 可以分析回归自变量之间的相关关系；其二是在

一些问题中，诸回归自变量所用的单位可能不相同，取值范围大小也不同，经过标准化

消去了单位和取值范围的差异，这便于对回归系数的估计值的统计分析。
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如果把线性回归模型既经过中心化，又经过标准化，则 yi 变形为

yi = r0 +
xi1 − x1

s1
β0
1 + ....+

xip−1 − xp−1

sp−1

β0
p−1 + ei, i = 1, ..., n

其中 β0
i = siβi, i = 1, ..., p− 1, 记 β0 = (β0

1 , ..., β
0
p−1)

′ , 用矩阵形式即为

y = r01+ Zβ0 + e

则 r0 和 β0 的 LS 估计分别为

r0 = y, β̂0
i = siβ̂i, i = 1, ..., p− 1

于是对应的经验回归方程分别为:
非中心化：Ŷ = β̂0 + β̂1X1 + ...+ β̂p−1XP−1

中心化：Ŷ = r̂0 + β̂1(X1 − x1) + ...+ β̂p−1(XP−1 − xp−1)

中心化标准化：Ŷ = r̂0 + β̂1(X1 − x1)/s1 + ...+ β̂1(X1 − x1)/sp−1
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第三章 回归方程和系数的检验
本节主要有回归方程的显著性检验和回归系数的显著性检验。

3.1 模型的检验

对于正态线性回归模型

yi = β0 + β1xi1 + ....+ βp−1xi,p−1 + ei, ei ∼ N(0, σ2), i = 1, 2, ..., n

所谓回归方程的显著性检验，就是假设检验，所有的回归系数都等于 0，即检验

H0 : β1 = β2 = ... = βp−1 = 0. (3.1)

如果这个假设被拒绝，这就意味着我们接受断言，至少有一个 βi ̸= 0。换句话

说，我们认为 Y 线性依赖于至少某一个自变量 Xi，也可能线性依赖于所有的自变量

X1, ..., Xp−1。如果这个假设被接受，这意味着我们接受断言，所有的 βi = 0，即我们可

以认为，相对于误差而言，所有自变量对因变量 Y 的影响是不重要的。
为了构造检验方法，我们先简单介绍一下似然比检验。

设随机向量 y 服从参数为 θ ∈ Θ 的概率分布族，考虑参数检验问题：

H0 : θ ∈ Θ0;H1 : θ ∈ Θc
0

这里 Θ0 为 Θ 的一个子集，Θc
0 为 Θ0 的补集。记 L(θ|y) 为似然函数，θ̂ 为 θ 的

MLE，θ̂H 为原假设成立时 θ 的 MLE，于是

sup
θ∈Θ

L(θ|y) = L(θ̂|y)

sup
θ∈Θ0

L(θ|y) = L(θ̂H |y)

似然比定义为:

λ(y) =

sup
θ∈Θ

L(θ|y)

sup
θ∈Θ0

L(θ|y)
=

L(θ̂|y)
L(θ̂H |y)

显然 λ(y) ≥ 1，因为 L(θ̂H |y) 为原假设成立时观测到样本点 y 的可能性的一个度
量。当在 λ(y)比较大时，则 L(θ̂H |y)相对较小，即原假设成立，观测到样本点 y的可能
性较小。自然地，在 λ(y)较大时拒绝原假设，于是取检验的拒绝域形为 {y : λ(y) > c},c
为一个待定常数，在实际的问题中，为了方便求检验统计量的分布，往往需要求分布。
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已知的 λ(y) 的单调函数 G(y)，这样的检验通常称为似然比检验 (likelihood ratio
test)。

对于正态线性回归模型，未知参数 θ = (β, σ2) 的似然函数为

L(θ|y) = L(β, σ2|y) = (2π)
n
2 σ−nexp(− 1

2σ2
||y −Xβ||2)

根据定理 2.3,β̂ 的 MLE 为 β = (X
′
X)−1X

′
y,σ2 的 MLE 为 σ̃2 = 1

n
||y −Xβ||2.

因此似然函数对应的极大值为

sup
β,σ2

L(β, σ2|y) = L(β̂, σ̃2|y) = (2π)
n
2 σ̃−nexp(−n

2
)

sup
β,σ2∈Θ0

L(β, σ2|y) = L(β̂H , σ̂
2
H |y) = (2π)

n
2 σ̃−n

H exp(−n

2
)

似然比为

λ(y) =

sup
β,σ2

L(β, σ2|y)

sup
β,σ2∈Θ0

L(β, σ2|y)
=

L(β̂, σ̃2|y)
L(β̂H , σ̂2

H |y)
= (

||Y −Xβ̂H ||2

||Y −Xβ̂||2
)
n
2

记 SSe = ||Y −Xβ̂||2 表示模型残差平方和，SSHe = ||Y −Xβ̂H ||2 表示模型在约束
Θ0 下的残差平方和。

如果考虑齐次线性假设，即 Hβ = 0,H 为 m× P 已知矩阵，rk(H)=m,(本来还有约
束 M(H

′
) ⊂ M(X

′
)，由于 X 是列满秩，不需要了）.

3.1.1 约束最小二乘估计

假设 Hβ = d，H 为 k × p 的已知矩阵，d 为 k × 1 的已知向量，且矩阵秩为 k，记

H =


h

′
1

...

h
′

k

 , d =


d1

...

dk


则线性约束可以改写为

h
′

iβ = di, i = 1, ..., k.

我们要在 k 个条件下求 β 使 Q(β) = ||y −Xβ||2 达到最小值，为了应用 Lagrange 乘子
法，构造辅助函数

F (β, λ) = ||y −Xβ||2 + 2
∑

λi(h
′

iβ − di)

= ||y −Xβ||2 + 2λ
′
(Hβ − d)
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= (y −Xβ)
′
(y −Xβ) + 2λ

′
(Hβ − d)

其中 λ = (λ1, ..., λk)
′ 为 Lagrange 乘子法，对函数 λ

′
(Hβ − d) 求对 β 的偏导数，整理

并令它们等于零，得到

X
′
Xβ = X

′
y −H ′λ, (1)

, 然后求解 X
′
Xβ = X

′
y −H ′λ

Hβ = d
, (2)

p+k 个方程，p+k 个参数。
由 (1) 得

β̂H = (X ′X)−1X ′y − (X ′X)−1H ′λ̂

代入 (2) 得
d = Hβ −H(X ′X)−1H ′λ

得

λ̂H = (H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ̂ − d)

将 λ̂H 代入 β̂H 得到

β̂H = β̂ − (X ′X)−1H ′(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ̂ − d)

下面我们证明 β̂H 确实是线性约束 Hβ = d 下 β 的最小二乘解。为此我们需要证明如

下两点

(a) Hβ̂H = d

(b) 对一切满足 Hβ = d 的 β，都有

||y −Xβ||2 ≥ ||y −Xβ̂H ||2

(a) 的证明是容易的。为了证明 (b)，我们将平方和 ||y −Xβ||2 作分解

||Y −Xβ||2 = ||Y −Xβ̂||2 + (β̂ − β)′X ′X(β̂ − β)

= ||Y −Xβ||2 + (β̂ − β̂H + β̂H − β)′X ′X(β̂ − β̂H + β̂H − β)

= ||Y −Xβ||2 + (β̂ − β̂H)
′X ′X(β̂ − β̂H) + (β̂H − β)′X ′X(β̂H − β)

= ||Y −Xβ||2 + ||X(β̂ − β̂H)||2 + ||X(β̂H − β)||2. (3)
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交叉项为 0，因为

(β̂ − β̂H)
′X ′X(β̂H − β) = λ̂′

HH(β̂H − β)

= λ̂′
H(d− d)

= 0

因此 (3) 式证明，对一切满足 Hβ = d 的 β 总有

||Y −Xβ||2 ≥ ||Y −Xβ̂||2 + ||X(β̂ − β̂H)||2. (4)

等号成立当且仅当 (3)式的第三项等于零，也就是 Xβ = Xβ̂H .于是在 (4)式中用 Xβ̂H

代替 Xβ, 等式成立，即

||Y −Xβ̂H ||2 = ||Y −Xβ̂||2 + ||X(β̂ − β̂H)||2, (5)

综合 (4) 和 (5)，便证明了结论 (b)。
定理 3.1 对于线性回归模型，设 H 为 k × p 矩阵，rk(H)=k, 且 Hβ = d，则 β̂H =

β̂− (X ′X)−1H ′(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ̂−d)为 β 的约束 LS估计，这里 β = (X ′X)−1X ′Y。

例 3.1：在天文测量中，最天空中三个星位点构成的三角形 ABC 的三个内角
θ1, θ2, θ3 进行测量，得到的测量值分别为 y1, y2, y3，由于存在测量误差，所以需要它们

进行估计，利用线性模型表示有关的量：

y1 = θ1 + e1,

y2 = θ2 + e2,

y3 = θ3 + e3,

θ1 + θ2 + θ3 = π,

其中 ei, i = 1, 2, 3 表示测量误差。假设它们满足 Gauss-Markov 假设，这就是一个带有
约束条件的线性模型，将它写成矩阵形式y = Xβ + e,

Hβ = b,

其中 y = (y1, y2, y3)
′, β = (θ1, θ2, θ3)

′, X = I3,I3 表示 3 阶单位阵，H = (1, 1, 1)′, b = π，

则可得到 β 的约束最小二乘估计为

β̂c = β̂ − (X ′X)−1H ′(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ̂ − d)
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其中 β = (X ′X)−1X ′Y 是 β 的无约束最小二乘估计，经计算可得

β̂c =


y1

y2

y3

− 1

3
(
∑

yi − π)


1

1

1


其中 θi = yi − 1

3
(y1 + y2 + y3 − π), i = 1, 2, 3 为 θi 的约束最小二乘估计。

和前面类似，我们可以构造 σ2 的约束 LS 估计如下，

σ̂2
H =

||y −Xβ̂H ||2

n− r + k

定理 3.2 在定理 3.1 的假设下，在参数区域 Hβ = d 上，σ̂2
H 是 σ2 的无偏估计，

证明由 ||Y −Xβ̂H ||2 = ||Y −Xβ̂||2 + ||X(β̂ − β̂H)||2, 得

E||Y −Xβ̂H ||2 = E||Y −Xβ̂||2 + E||X(β̂ − β̂H)||2

由前面可知 E||Y −Xβ̂||2 = (n− r)σ2，第二项

E||X(β̂ − β̂H)||2

=E(Hβ̂ − d)′(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ̂ − d)

=(Hβ − d)′(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ − d) + tr[(H(X ′X)−1H ′)−1Cov(Hβ̂)]

=0 + tr(σ2Ik)

=kσ2

由此得证。

可以证明对于正态线性回归模型，β̂H 和 σ̂2
H = ||Y−Xβ̂H ||2

n
为 β 和 σ2 的 MLE。

在约束 Hβ = 0 下，

F =
n− p

m
((λ(Y ))2/n − 1) =

(SSHe − SSe)/m

SSe/(n− p)

显然 F 仅依赖于 λ(y) 且为 λ(y) 的严增函数。

定理 4.1 对于正态线性回归模型

(1) SSe ∼ σ2χ2
n−p, 其中 p=rk(X);

(2) SSHe − SSe = (Hβ̂)′(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ̂) ∼ σ2χ2
m,δ，其中 δ 为非中心化参数

δ = (Hβ)′(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ)/σ2;
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(3) SSHe − SSe 与 SSe 相互独立;

(4) 当线性假设 Hβ = 0 为真时，F ∼ Fm,n−p.

证明

(1) 前面已证。

(2) 记 PX = X(X ′X)−1X ′,A = X(X ′X)−1H ′(H ′(X ′X)−1H ′)−1H, 利用 β̂H 的定义及

(I − PX)A = 0，有

SSe = ||Y −Xβ̂H ||2

= ||Y −Xβ̂ + Aβ̂||2

= ||Y −Xβ̂||2 + 2(Y −Xβ̂)′Aβ̂ + β̂′A′Aβ̂

= ||Y −Xβ̂||2 + 2Y ′(I − PX)Aβ̂ + β̂′A′Aβ̂

= SSe + β̂′A′Aβ̂

显然 A′A = H ′(H(X ′X)−1H ′)−1H, 上式变为

SSHe = SSe + (Hβ̂)(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ̂)

即 (2) 的前半部分，至于 SSHe − SSe 的分布易从 Hβ ∼ N(Hβ, σ2H ′(X ′X)−1H ′)

rk(H ′(X ′X)−1H ′) = m 得到。

(3) 因为 SSe 和 SSHe − SSe 可以分别表示为

SSe = Y ′(I − PX)Y

SSHe − SSe = Y ′X(X ′X)−1H ′(H(X ′X)−1H ′)−1H(X ′X)−1X ′Y
∆
= Y ′BY

且 (I − PX)B = 0. 下面介绍一个引理：

Lemma 设 X ∼ Nn(µ, I),A,B 皆 n× n 对称，若 AB=0，则 X ′AX 与 X ′BX 相互

独立。

根据此引理，立得 SSe 和 SSHe − SSe 相互独立。

(4) 是 (1) (3) 及 F 分布定义的直接推论。定理证毕。
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3.1.2 回归方程的显著性检验

对于正态线性回归模型

yi = β0 + β1xi1 + ....+ βp−1xi,p−1 + ei, ei ∼ N(0, σ2), i = 1, 2, ..., n

所谓回归方程的显著性检验，就是假设检验，所有的回归系数都等于 0，即检验

H0 : β1 = β2 = ... = βp−1 = 0, i.e.Hβ = 0, H = (0, Ip−1)

根据前边定理给出的 F 检验统计量可以直接应用到这里。
对于 F 统计量表达式中的 SSe 和 SSHe, 实际多采用下面的计算公式

SSe = ||Y −Xβ̂||2 = Y ′Y − β̂′X ′Y, (⋆)

SSHe = ||Y −Xβ̂H ||2 = Y ′Y − β̂′
HX

′Y, (⋆⋆)

(⋆) 的证明比较简单，下证 (⋆⋆), 我们知道，β 在条件 Hβ = 0 下的约束 LS 解 βH 满足

方程组 X ′Xβ̂H +H ′λ̂ = X ′Y

Hβ̂H = 0

其中 λ 为拉氏乘子，利用此事实，有

SSHe = ||Y −Xβ̂H ||2

= (Y ′Y − β̂HX
′Y ) + β̂′

HX
′Xβ̂H − β̂′

HX
′Y

= (Y ′Y − β̂HX
′Y ) + β̂′

H(X
′Xβ̂H −X ′Y )

= (Y ′Y − β̂HX
′Y ) + β̂′

HH
′λ̂

= Y ′Y − β̂′
HX

′Y

(⋆⋆) 得证。

(⋆) 式中 β̂′X ′Y 等于未知参数 β 的 LS 解与正则方程右端向量 X ′Y 的内积，表示

了数据平方和 Y’Y 中能够由因变量 Y 与自变量 X1, ..., Xp 的线性关系所能解释的部分，

称为回归平方和 (regression sum of squares，记为 RSS)，即：记 RSS(β) = β̂′X ′Y , 则

SSe = Y ′Y −RSS(β)

即残差平方和等于总平方和减去回归平方和。类似的，β̂′
HX

′Y 称为约束条件 Hβ = 0

下的回归平方和，记为 RSSH(β), 则

SSHe = Y ′Y −RSSH(β)
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F 统计量可以记为
F =

(RSS(β)−RSSH(β))/m

SSe/(n− r)

下面就现在的特殊情形，导出检验统计量的简单形式。

若 H0 成立，约简模型为

yi = β0 + ei, i = 1, 2, ..., n.

β0 的最小二乘估计为 β̂0 = y，于是 β0 对应的回归平方和为

RSSH0(β) = RSS(β0) = nY
2

而对原模型（无约束），从中心化回归模型知，回归平方和为

RSS(β) = γ̂0ny + β̂′
IX̃c’y = ny2 + β̂′

IX̃c’y

于是

RSS(β)−RSSH0(β) = β̂′
IX̃c’y

于是原模型残差平方和为

SSe = y′y −RSS(β) = y′y − ny2 − β̂′
IX̃c’y

于是由于 m=p-1, 于是我们可以得到检验假设

F =
β̂′
IX̃c’y/(p− 1)

SSe/(n− p)

而原假设成立时，F ∼ Fp−1,n−p 对给定的水平 α, 当 F > Fp−1,n−p(α) 时，我们拒绝原假

设 H0，否则就接受 H0。

需强调的是，如果经过检验，结论是接受原假设 H0�β1 = ... = βp−1 = 0, 这意思就
是说，和模型的各种误差比较起来，诸自变量对 Y 的影响是不重要的。这里可能有两
种情况，其一是，模型的各种误差太大，因而即使虎归自变量对 Y 有一定的影响，但
与较大的模型误差相比，也不算大。对这种情况，我们就要想办法缩小误差，这包括从

分析问题的专业背景入手，检查是否漏掉了重要的自变量，或 Y 对某些自变量有非线
性相依关系等。其二是，回归自变量对 Y 的影响确实很小，对这种情况，我们就要放
弃建立 Y 对诸自变量的线性回归。
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3.2 回归参数的检验

回归方程的显著性检验是对线性回归方程的一个整体性检验。如果我们检验的结果

是拒绝原假设，这意味着因变量 Y 线性地依赖于自变量 X1, ..., Xp−1 这个回归自变量的

整体。但是，这并不排除 Y 并不依赖于其中某些自变量，即某些 βi 可能等于零。于是

在回归方程显著性检验被拒绝之后，我们还需要对每个自变量逐一做显著性检验，即对

固定的 i(1 ≤ i ≤ p− 1), 做如下检验：

Hi : βi = 0

此假设也是一般线性假设的一种特殊情况，利用前面的定理可以获得所需的检验。

对于以上问题，下面我们给出一种直接导出检验统计量的方法。

由于 β 的 LS 估计为 β̂ = (X ′X)−1X ′Y，我们有

β̂ ∼ Np(β, σ
2(X ′X)−1)

记 Cp×p = (cij) = (X ′X)−1, 则有

β̂i ∼ (βi, σ
2cii)

于是当 Hi 成立时，
β̂i

σ
√
cii

∼ N(0, 1)

由于 (n− p)σ̂2 ∼ σ2χ2
n−p, 且与 β̂i 相互独立，这里 σ̂2 = ||Y −Xβ̂||2/(n− p)，根据 t 分

布的定义，有

ti =
β̂i√
ciiσ̂

∼ tn−p

这里 tn−p 表示自由度为 n-p 的 t 分布。对给定的水平 α，当 |ti| > tn−p(α/2) 时，我们

拒绝原假设 Hi，否则就接受 Hi。

如果我们经过检验，接受原假设 βi = 0 时，我们就认为回归自变量 Xi 对因变量 Y
无显著的影响，因而可以将其从回归方程中剔除。将这个回归自变量从回归方程中剔

除后，剩余变量的回归系数的估计也随之发生变化。将 Y 对剩余的回归自变量重新做
回归，然后再检验其余回归系数是否为零，再剔除经检验认为对 Y 无显著影响的变量，
这样的过程一直继续下去，直到对所有的自变量，经检验都认为对 Y 有显著的影响为
止。对回归系数做显著性检验的过程，事实上也是对回归自变量的选择过程。

例 6.2.1 表 6.2.1 给出了煤净化过程的一组数据，Y 为净化后煤溶液张所含杂质的
重量；X1 表示输入净化过程的溶液所含的煤与杂质的比；X2 是溶液的 pH 值；X3 表
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示溶液流量。通过一组试验数据，建立净化效率 Y 与三个因素 X1, X2, X3 的经验关系，

进而据此通过控制某些自变量来提高净化效率 (表 6.2.1).

考虑回归模型

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + β3X3 + e,

应用最小二乘法，得到回归系数的估计

(β0, β1, β2, β3)
′ = (397.087,−110.750, 15.583,−0.058)′

先考虑回归方程的显著性检验，即 β1 = β2 = β3 = 0, 经计算得到

β̂′
IX̃c = 31156.02, SSe = 3486.89.

于是 F 统计量为

F =
β̂′
IX̃c’y/3
SSe/8

=
10385.33

435.85
= 23.82

取 α = 0.05, 查表得 F3,8(0.05) = 4.07. 因 F = 23.82 > F3,8(0.05) = 4.07, 于是我们拒绝
原假设 H0，认为 Y 对 X1, X2, X3 有一定的依赖关系。

进一步考虑回归系数的显著性检验，经计算得

c11 = 0.49998, c22 = 0.05556, c33 = 0.0000011.

结合上面已经得到的 β 的 LS 估计值及 σ2 = 435.85, 容易算得三个回归系数对应的 ti

值分别为

t1 = −7.5, t2 = 3.17, t3 = −2.27
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对给定的水平 α = 0.05，查表得 t8(0.025) = 2.306，对 i=1,2，有 |ti| > t8(0.025) = 2.306,
因此，在水平 α = 0.05，对每一个回归系数的单独检验，接受 βi ̸= 0, i = 1, 2. 也就是，
我们认为 β1, β2 是显著的。

3.3 复相关系数

度量随机变量 Y 与随机向量 X ′ = (X1, ..., Xp−1) 相关程度的概念是复相关系数

（Multiple correlation coefficient），定义为

ρ = (σ′
xyΣ

−1
xxσxy)

1/2/σy

这里

Cov

(
Y

X

)
=

(
σ2
y σ′

xy

σxy Σxx

)
∆
= Σ

在 Y 与 X1, ..., Xp−1 的联合分布为正态分布的条件下，可以证明

σ̂2
y =

1

n

∑
(yi − y)2, y =

1

n

∑
yi

Σ̂xx =
1

n
X̃ ′

cX̃c, σ̂xy =
1

n
X ′

c(y − y1)

分别为 σ2
y ,Σxx, σxy 的 ML 估计，所以可得到 ρ 的估计

R
∆
= ρ̂ = (

β̂IX̃
′
cy∑

(yi − y)
)1/2

称为样本复相关系数。记

TSS =
∑

(yi − y)2

又记

RSS(βI) = β̂IX̃
′
cy

它是回归系数 βI 的回归平方和, 等价于

R2 =
RSS(βI)

TSS

即复相关系数的平方等于回归平方和与总平方和之比。若 R=1, 则 RSS(βI) = TSS，

这说明因变量的总方差完全由回归来解释，所以，Y 与 X1, ..., Xp−1 之间有严格的线性

关系。相反，若 R=0，则 RSS(βI) = 0，这说明只考虑 Y 与 X1, ..., Xp−1 之间无任何线

性关系，无法解释 Y 的变差。所以，Y 与 X1, ..., Xp−1 之间无任何线性关系。在一般情

况下，0 < R < 1，Y 与 X1, ..., Xp−1 之间有一定的线性关系。一般来说，R 越大，表明
Y 与 X1, ..., Xp−1 之间的线性关系程度越强。因此在应用上，R 也是度量回归方程优劣
的一个重要指标。
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第四章 回归自变量的选择
在应用回归分析去处理实际问题时，回归自变量的选择是首先要解决的重要问题。

通常，在做回归分析时，人们根据问题本身的专业理论及有关经验，常常把各种与因变

量有关或可能有关的自变量引进回归模型，其结果是把一些对因变量影响很小的，有些

甚至没有影响的自变量也选入了回归模型中，这样一来，不但计算量大，而且估计和预

测的精度也会下降。此外，在一些情况下，某些自变量观测数据的获得代价昂贵。如果

这些自变量本身对因变量的影响很小或根本就没有影响，但我们不加选择都引进回归

模型，势必造成观测数据收集和模型应用的费用不必要的加大。因此，在应用回归分析

时，对进入模型的自变量作精心的选择是十分必要的。本节的目的就是对自变量的选择

从理论上作一简要地分析，介绍一些变量的选择准则和一些求” 最优” 自变量子集的计
算方法。

4.1 变量选择对估计和预测的影响

假设根据经验和专业理论，初步确定一切可能对因变量 Y 有影响的自变量共有 p-1
个，记为 X(1), ..., X(p−1)，它们与因变量一起适合线性回归模型。在获得了 n 组观测数
据后，我们有模型

y = Xβ + e, E(e) = 0, Cov(e) = σI

假设我们根据某些自变量选择标准，剔除了一些对因变量影响较小的自变量，不妨

假设剔除了后 p-q 个自变量 Xq, ..., Xp−1，记 X = (Xq;Xt),β′ = (β′
q; β

′
t), 则我们得到一

个新模型

y = Xqβq + e, E(e) = 0, Cov(e) = σI

在全模型下，回归系数 β 的 LS 估计为

β̂ = (X ′X)−1X ′y

而在选择模型下，βq 的 LS 估计为

β̃q = (X ′
qXq)

−1X ′
qy

对 β̂ 作相应的分块：β̂′ = (β̂′
q; β̂

′
t)。

定理 4.1 假设全模型正确，则

(1) E(β̃q) = βq + Aβt, 这里 A = (X ′
qXq)

−1X ′
qXt
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(2) Cov(β̂q) ≥ Cov(β̃q)

证明

(1) E(β̃q) = (X ′
qXq)

−1X ′
qE(y) = (X ′

qXq)
−1X ′

q(Xq;Xt)

(
βq

βt

)
= (I;A)

(
βq

βt

)
= βq +

Aβt

于是 (1) 得证。

(2) 根据分块矩阵的逆矩阵公式，有

(X ′X)−1 =

(
X ′

qXq X ′
qXt

X ′
tXq X ′

tXt

)−1

=

(
(X ′

qXq)
−1 + ADA′ −AD

−DA′ D

)

这里 D = (X ′
t(I − PXq)Xt)

−1. 又由

Cov(β̂) = Cov

(
β̂q

β̂t

)
= σ2(X ′X)−1

推得 Cov(β̂q) = σ2((X ′
qXq)

−1 + ADA′), 但 Cov(β̃q) = σ2(X ′
qXq)

−1, 所以

Cov(β̂q)− Cov(β̃q) = σ2ADA′

因为 (X ′X)−1 > 0, 所以 D > 0。于是 Cov(β̂q)− Cov(β̃q) > 0, 从而 (2) 得证。

对于未知参数 θ 的有偏估计 θ̃, 协方差阵不能作为衡量估计精度之用，更合理的是
均方误差矩阵 (mean square error matrix, 简记为 MSEM). 定义为

MSEM(θ̃) = E(θ̃ − θ)(θ̃ − θ)′

易得

MSEM(θ̃) = Cov(θ̃) + (Eθ̃ − θ)(Eθ̃ − θ)′

定理 4.2 假设全模型正确，则当 Cov(β̂t) ≥ βtβ
′
t 时，

MSEM(β̂q) ≥ MSEM(β̃q)

证明对估计 β̃q，易得

MSEM(β̃q) = σ2(X ′
qXq)

−1 + Aβtβ
′
tA

′
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注意到 β̂q 为无偏估计，所以

MSEM(β̂q) = σ2((X ′
qXq)

−1 + ADA′)

又因 Cov(β̂t) = σ2D. 故当 Cov(β̂t) ≥ βtβ
′
t 时，MSEM(β̂q) ≥ MSEM(β̃q)。定理得证。

下面来考虑变量选择对因变量的预测的影响。

假设我们欲预测点 x0 = (x0q, ..., x0t) 对应的因变量 y0 的值。已知

y0 = x′
0β + e = x′

0qβq + x′
0tβt + ε, E(ε) = 0, V ar(ε) = σ2, ε 与 e 不相关

在全模型下，我们用 ŷ0 = x′
0β̂ 作为 y0 的预测，预测偏差为 z = x′

0β̂ − y0. 而在选
模型下，用 ỹ0 = x′

0qβ̃q 作为 y0 的预测，预测偏差为 zq = x′
0qβ̃q − y0. 显然，若全模型正

确，则预测 ŷ0 是无偏的，即 E(z)=0. 下面讨论预测偏差的性质。
定理 4.3 假设全模型正确，则

(1) E(zq) = x′
0qAβt − x′

0tβt，这里 A = (X ′
qXq)

−1X ′
qXt;

(2) V ar(z) ≥ V ar(zq)。

证明

(1) 因 E(y0) = x′
0qβq + x′

0tβt，依定理 4.1 立得 (1)。

(2) 依假设，ε 与 e 不相关, 故

V ar(z) = σ2(1+ x′
0(X

′X)−1x0), V ar(zq) = σ2(1+ x′
0q(X

′
qXq)

−1x0q)

根据分块矩阵的公式得到

V ar(z)− V ar(zq) = σ2(x′
0

(
(X ′

qXq)
−1 + ADA′ −AD

−DA′ D

)
x0 − x′

0q(X
′
qXq)

−1x0q)

= σ2(x′
0qADA′x0q − 2x′

0qADx0t + x′
0tDx0t)

= σ2(A′x0q − x0t)
′D(A′x0q − x0t) ≥ 0.式子 1

定理证毕。

这个定理的第一条结论说明，ỹ0 不是无偏预测。和估计的情形一样，这时的方差

不能度量预测的优劣，需要考虑预测均方误差 (mean square error of prediction, 简记为
MSEP).ỹ0 的 MSEP 定义为:

MSEP (ỹ0) = E(ỹ0 − y0)
2 = E(z2q ) = V ar(zq) + (E(zq))

2
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定理 4.4 假设全模型正确，则当 Cov(β̂t) ≥ βtβ
′
t 时，

MSEP (ŷ0) ≥ (ỹ0)

证明得
MSEP (ŷ0) = V ar(z)

根据假设条件及定理 4.1(1), 有

(E(zq))
2 = (x′

0qAβt−x′
0tβt)

2 = (x′
0qA−x′

0t)βtβ
′
t(A

′x0q−x0t) ≤ (x′
0qA−x′

0t)Cov(β̂t)(A
′x0q−x0t)

因为 Cov(β̂t) = σ2D, 并利用式子 1, 得

(E(zq))
2 ≤ V ar(z)− V ar(zq)

从而有

MSEP (ŷ0) = V ar(z) ≥ V ar(zq) + (E(zq))
2 = MSEP (ỹ0)

综上，我们有如下结论:

(1) 即使全模型正确，剔除一部分自变量之后，可使得剩余的那部分自变量的回归系
数的 LS估计的方差减小，但此时的估计一般为有偏估计。若被剔除的自变量对因
变量影响较小，则可使得剩余的那部分自变量的回归系数的 LS 估计的精度提高。

(2) 当全模型正确时，用选择模型作预测，预测一般是有偏的，但预测偏差的方差减
小。若被剔除的自变量对因变量影响较小，则剔除掉这些变量后可使得预测的精

度提高。

因此，在应用回归分析去处理实际问题时，无论是从回归系数的估计角度看，还

是从预测的角度看，对那些与因变量关系不是很大或难于掌握 (用 Cov(β̂t) ≥ βtβ
′
t 来刻

画) 的自变量从模型中剔除都是有利的。

4.2 自变量选择准则

统计学家从数据与模型的拟合优劣，预测精度等不同角度出发提出了多种回归自变

量的选择准则，它们都是对回归自变量的所有不同子集进行比较，然后从中挑出一个”
最优”的，且绝大多数选择准则是基于残差平方和的。

1. 平均残差平方和准则 (RMSq)
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残差平方和 SSe 的大小刻画了数据与模型的拟合程度，SSe 越小，拟合的越好。但

‘SSe 越小越好’却不能作为回归自变量的选择准则，因为它将导致全部自变量的入选。

事实上，在选模型下，残差平方和为

SSeq = ||y −Xqβ̂q||2 = y′(I − PXq)y

如果在选模型中再增加一个变量，设对应的设计阵为 Xq+1 = (Xq; b)，则残差平方和为

SSeq+1 = y′(I − PXq+1)y

利用分块矩阵求逆公式，不难说明 PXq+1 ≥ PXq，故 SSeq+1 ≤ SSeq.
为了防止选取过多的自变量，一种常见的作法是在残差平方和 SSeq 上添加对增加

变量的惩罚因子。平均残差平方和 RMSq 就是其中一例，平均残差平方和 RMSq 定义

为

RMSq =
SSeq

n− q

这里 q 为选模型设计阵 Xq 的列数。实际上 RMSq 就是选模型下误差方差的 LS 估计。
因子 (n− q)−1 随自变量的个数增加而变大，它体现了对自变量个数的增加所施加的惩

罚。依 RMSq 准则，按’RMSq 越小越好‘选择自变量子集。

2.Cp 准则

Cp 准则是基于 C.L.Mallows 提出的 Cp 统计量，它是从预测的观点出发提出的。对

于选模型 Cp 统计量定义为

Cp =
SSeq

σ̂2
− (n− 2q)

这里 SSeq 为选模型下的残差平方和，σ̂2 为全模型下 σ2 的 LS 估计，q 为选模型设计阵
的列数。依 Cp 准则，按’Cp 越小越好’选择自变量子集。

Cp 的想法如下，如果采用选模型，那么我们用 ỹ = Xqβ̃q 去预测 y = Xβ + e, 则

d = E(ỹ − E(y))′(ỹ − E(y))

度量了这种预测的优劣。根据二次型求期望公式易得

d = qσ2 + β′
tD

−1βt

这里 D 的定义同前，即 D−1 = X ′
t(I − PXq)Xt, 令

Γq =
d

σ2
= q +

β′
tD

−1βt

σ2

则 Γq 是采用选模型时，在 n 个试验点预测优劣的一个总度量，它反映了选模型的好坏。
又因

E(SSeq/σ
2) = (n− q) +

β′
tD

−1βt

σ2
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于是

Γq =
E(SSeq)

σ2
− (n− 2q), (⋆)

在 (⋆) 中用 SSeq 代替 E(SSeq)，用 σ2 咋全模型下的估计 σ̂2 代替 σ2，便得到 Cp 准则，

可见，Cp 统计量是作为 Γq 的一种估计产生的。

3. AIC 准则
极大似然原理是统计学中估计参数的一种重要的方法。Akaike 把此方法加以修

正，提出一种较为一般的模型选择准则，成为 Akaike 信息准则 (Akaike information
criterion, 简记为 AIC).

对于一般的统计模型，设 Y1, ..., Yn 为一组样本，如果它们服从某个含 k 个参数的
模型，对应的似然函数的最大值记为 Lk(Y1, ..., Yn), 则 AIC 准则是选择使 AIC 统计量

AIC = lnLk(Y1, ..., Yn)− k

达到最大的模型。下面我们把此准则则应用于回归模型自变量的选择。

在选模型中，假设误差 e ∼ N(0σ2I)，则 βq 和 σ2 的似然函数为

L(βq, σ
2|Y ) = (2πσ2)−n/2exp(− 1

2σ2
||Y −Xqβq||2)

容易求得 βq 和 σ2 的极大似然估计分别为

β̃q = (X ′
qXq)

−1X ′
qy, σ̃

2
q =

SSeq

n
=

y′(I − PXq)y

n

得到对数似然函数的最大值

lnL(β̃q, σ̃
2
q |y) = (ln(

n

2π
)n/2 − n

2
)− n

2
ln(SSeq)

略去与 q 无关的项，得到
AIC = −n

2
ln(SSeq)− q

按 AIC 准则，我们选择使上述式子达到最大的模型，等价地，可取

AIC = nln(SSeq) + 2q

于是最后 AIC 准则归结为: 选择使 AIC 达到最小的自变量子集。
例：Hald 水泥问题
考察含如下四种化学成分:
x1 : 3Cao · Al2O3 的含量 (%)
x2 : 3Cao · SiO2 的含量 (%)
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x3 : 4Cao · Al2O3 · Fe2O3 的含量 (%)
x4 : 2Cao · SiO2 的含量 (%)
的某种水泥，每一克所释放的热量 Y 与这四种成分含量之间的关系，共有 13 组数

据，列在表 6.3.1 中.

此问题有四个自变量，共有 15 个不同的自变量子集。这 15 个自变量自子集的 LS
估计和 RMSq, Cp 及 AIC 值列在表 6.3.2 中，从表 6.3.2 中可以看出，子集 {x1, x2, x4}
对应的 RMSq 和 AIC 值都达到最小 (表中用黑色字体表示)，因此若没有别的附加考
虑，在 RMSq 准则或 AIC 准则下，最优子集回归为

y = 71.648 + 1.425x1 + 0.416x2 − 0.237x4.

但子集 {x1, x2, x4} 对应的 Cp 值是所有值中最小的（表中用黑色字体表示），于是若按

Cp 准则选择自变量，最优子集回归为

y = 52.577 + 1.468x1 + 0.662x2.

可见，在不同的选择变量准则下，与之相应的“最优”自变量子集也不尽相同。注意到

{x1, x2} 对应的 RMSq 也比较小，所以综合起来看，{x1, x2} 是最适合采用的子集。
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第五章 回归诊断
前面讨论了线性回归模型的 LS 估计及检验问题，当进行上述讨论时，我们对模型

做了一些假设，其中最主要的假设是 Gauss-Markov 假设，即假定模型误差 ei 满足下列

条件

(1) V ar(ei) = σ2（等方差）；

(2) Cov(ei, ej) = 0, i ̸= j（不相关性）；

(3) 有时我们还假设 ei 服从正态分布，即 ei ∼ N(0, σ2)

一个自然地问题，当有了一批数据之后，怎样考察我们的数据基本上满足这些假设，这

是我们回归诊断中要研究的第一个问题。因为这些假设都是关于误差项的，所以很自然

我们要从分析它们的估计量 (残差) 的角度来解决。

5.1 残差和残差图

考虑线性回归模型

y = Xβ + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I

定义 ê = Y − Ŷ = Y −Xβ̂ 为残差向量，其中 Ŷ = Xβ̂ 称为拟合值向量，如果用 x′
1, .., x

′
n

表示 X 的 n 个行向量，则
êi = yi − x′

iβ̂

为第 i 次试验或观测的残差。我们把 êi 看做误差 ei 的一次观测值，如果模型正确的话，

它应该具有 ei 的一些性状。因此，我们可以通过这些 êi 以及基于它们的一些统计量来

考察模型假设的合理性。对于 êi 的性质科归纳为以下定理。

定理 5.1

(1) E(ê) = 0, Cov(ê) = σ2(I − PX);

(2) 若 e ∼ N(0, σ2I)，则 ê ∼ N(0, σ2(I − PX));

(3) Cov(ŷ, ê) = 0;

(4) 1′ê = 0
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从定理 5.1 可以看出 V ar(êi) = σ2(I − pii)，这里 pii 为 PX 的第 i 个主对角元。可
见这个方差与因变量 Y 的度量单位以及 pii 有关，因袭直接比较残差 êi 是不适宜的。

为此将其标准化，得到
êi

σ
√
1− pii

, i = 1, ..., n

但其中 σ 未知，用其估计 σ̂ = (||y −Xβ̂||2/(n− p))1/2, 得到所谓学生化残差

ri =
êi

σ̂
√
1− pii

, i = 1, ..., n

这里需要注意的是，即使在 e ∼ N(0, σ2I) 的条件下，ri 的分布仍然比较复杂，且诸 ri

彼此不独立。但是在应用上可以近似地认为 ri 相互独立且服从 N(0, 1).
残差图就是以某种残差为纵坐标，以任何其他的量为横坐标的散点图。由于残差作

为误差 ei 的观察值或估计值应该与 ei 相差不远，故根据残差图的大致形状是否与应有

的性质相一致，就可以对假设 e ∼ N(0, σ2I) 的合理性提供一些有益的信息。

下面我们仅就以拟合值 ŷi 为横坐标，学生化残差为纵坐标的残差图为例讨论残差

图的具体应有。

如果 e ∼ N(0, σ2I) 成立，ri 近似且服从 N(0, 1)，且近似相互独立，因此这些 ri 可

以近似看作来自总体 N(0, 1) 的一组简单随机样本。根据标准正态分布的性质，大约应

有 95% 的 ri 落在 [-2.2] 中，另外 Ŷ 与残差 ê 不相关，因而 r′ = (r1, ..., rn) 相关性也很

小。所以在残差图中，点 (ŷi, ri), i = 1, ..., n 大致应落在宽度为 4 的水平带 |ri| ≤ 2 区域

内，且不呈任何的趋势。如图 (a)，这是数据与假设乜有没有不一致的征兆，我们就可
以认为 e ∼ N(0, σ2I) 基本上是合理的。图 (b) 显示了误差 ei 随 ŷi 的增大有增加的趋

势。图 (c) 所显示的情形正好相反，即误差 ei 随 ŷi 的增大有减小的趋势，而图 (d) 显
示对较大或较小的 ŷi, 误差反而偏小，而对中等大小的 ŷi，误差反而偏大。(e) 和 (f) 表
明回归函数可能是非线性的，或误差 ei 之间有一定的相关性或漏掉了一个或多个重要

的回归自变量。究竟属于何种情况，还需作进一步的诊断。
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几种处理方法: 

增加自变量

增加自变量的二次项等

考虑加权最小二乘

BOX-COX 变换

例 5.1: 一公司为了研究产品的营销策略，对产品的销售情况进行了调查。设 Y 表
示某地区该产品的家庭人均购买量，X 表示家庭人均收入. 表 6.4.1 收集了 53 个家庭的
数据，应用 LSE，求得

Ŷ = −0.8313 + 0.003683X.

相应的残差 êi 和拟合值 ŷi 可作出 êi 为纵轴的残差图 (下左)。直观上容易看出，残差
图从左向右逐渐散开呈漏斗状，这是误差方差不相等的一个征兆。考虑对因变量 Y 作
变换，先试变换 Z = Y 1/2, 得到经验回归方程

Ẑ = 0.5822 + 0.000953X
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计算出新的残差 ẽi, 得到新的残差图 (下右)，从图中看出从已无任何明显趋势，这表明
我们所用的变换是合适的。最后得到的经验回归方程为

Ŷ = Ẑ2 = (0.5822 + 0.000953X)2 = 0.339 + 0.001X + 0.00000091X2

38 / 98



39 / 98



5.2 影响分析

回归分析所要研究的另一个重要问题即探查对统计推断有较大影响的数据，这样的

数据称为强影响点。

在回归分析中，因变量 Y 的取值 yi 具有随机性，而自变量 X1, .., Xp−1 的取值

x′
i = (xi1, ..., xi,p−1), i = 1, ..., n 也只是所有可能取到的值中的 n 组。我们虚妄每组数据

(x′
i, yi) 对未知参数的估计有一定的影响，但这种影响不能过大。这样，我们得到的经验

回归方程具有一定的稳定性。

如果个别一两组的数据对估计有异常大的影响，我们剔除这些数据后，就会得到与

原来差异很大的经验回归方程，这样我们就有理由怀疑所建立的经验回归方程是否真正

描述了因变量与自变量之间的客观存在的相依关系。
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因此，我么在做回归分析时，有必要考察每组数据对参数估计的影响大小，这部分

内容在回归诊断中统称为影响分析。

用 y(i), X(i), e(i) 分别表示从 y,X,e 中剔除第 i 行后得到的向量或者矩阵。从线性回
归模型剔除第 i 组数据后，剩余 n-1 组数据的线性回归模型记为

y(i) = X(i) + e(i), E(e(i)) = 0, Cov(e(i)) = σ2In−1

依据以上模型得到 β 的 LS 估计为 β̂(i), 则

β̂(i) = (X ′
(i)X(i))

−1X ′
(i)y(i)

很显然，向量 β̂ − β̂(i) 反映了第 i 组数据对回归系数估计的影响大小，但它是一个向量，
不便于定量的比较影响的大小，于是考虑它的某种数量化函数。Cook 统计量就是其中
应用最为广泛的一种。

Cook 统计量定义为

Di =
(β̂ − β̂(i))

′X ′X(β̂ − β̂(i))

pσ̂2
, i = 1, ..., n

这里 σ̂2 = ||Y −Xβ̂||2/(n − p). 这样我们就可以用数量 Di 来刻画第 i 组数据对回归系
数估计的影响大小了。下面给出一个计算 Di 的简便公式.

定理 5.2.1
Di =

1

p
(

pii
1− pii

)r2i , i = 1, ..., n

这里 pii 为矩阵 PX = (X ′X)−1X ′ 的第 i 个主对角元，ri 为学生化残差。

证明设 A 为 n× n 矩阵，u, v 均为 n× 1 向量。利用恒等式

(A− uv′)−1 = A−1 +
A−1uv′A−1

1− u′A−1v

有

(X ′
(i)X(i))

−1 = (X ′X − xix
′
i)
−1 = (X ′X)−1 +

(X ′X)−1xix
′
i(X

′X)−1

1− pii

这里 x′
i 为 X 的第 i 行，将上式两边右乘 X ′y，并利用

X ′Y = X ′
(i)Y(i) + yixi

我们有

β̂ = β̂(i) + yi(X
′
(i)X(i))

−1xi −
(X ′X)−1xi(x

′
iβ̂)

1− pii

另外

(X ′
(i)X(i))

−1xi =
(X ′X)−1xi

1− pii
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因此

β̂ − β̂(i) =
êi(X

′X)−1xi

1− pii

得证。

此定理告诉我们，在计算 Cook 统计量时，值需要从完全数据的线性回归模型计算
出学生化残差 ri，正交投影阵 PX 的主对角元就可以了，不必对每一个不完全数据的线

性回归模型进行计算。

显然 Cook 统计量 Di 被分解为两部分，其中一部分为

Pi =
pii

1− pii

它是 pii 的单调增函数，因为 pii 度量了第 i 组数据 xi 到试验中心 x =
∑

xi 的距离。因

此，本质上 Pi 刻画了第 i 组数据 xi 距离其他数据的远近。而另一部分为 r2i。直观上，

如果一组数据距离试验中心很远，并且对应的学生化残差有很大，那么它必定是强影响

点。但是，要给 Cook 统计量一个用以判定强影响点的临界值是很困难的。
例 5.2：智力测试数据
表 6.4.2 是教育学家测试的 21 个儿童的记录，其中 X 为儿童的年龄 (以月为单位)，

Y 表示某种智力指标。通过这些数据，我们要建立智力随年龄变化的关系。
考虑直线回归 y = α + βX + e,α, β 的 LS 估计为 α̂ = 109.87,β̂ = −1.13 于是经验

回归方程为 Ŷ = 109.87− 1.13X 表 6.4.3 给出了各组数据的有关诊断统计量。

从表 6.4.3 看出，D18 = 0.6781 是所有 Di 中最大的，而其它 Di 值与 D18 相比也

十分小。因此，第 18 号数据时一个对回归估计影响最大的数据，对此数据我们就要格
外注意。譬如，检查原始数据的抄录是否有误，如果有误，则需改正后重新计算。不然，

需要从原始数据中剔除它。
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需要指出的是，对已经确认的强影响数据如何处理，这需要具体问题具体分析：

(1) 仔细核查数据，如果强影响数据是由于试验条件失控或记录失误或其它一些过失
所致，那么这些数据应该剔除。

(2) 否则，勇敢考虑收集更多的数据或采用一些稳健估计方法以缩小强影响数据对估
计的影响，从而获得较稳定的经验回归过程。

5.3 异常点的检验

在回归分析中，一组数据 (x′
i, yi) 如果它的残差 (êi 或 ri) 较其它组数据的残差大得

多，则称此数据为异常点。

为了讨论探查异常点的一种检验。我们把正态线性回归模型写为如下的分量形式:

yi = x′
iβ + ei, ei ∼ N(0, σ2), i = 1, ..., n, (⋆)

这里 ei(i = 1, ..., n) 相互独立。如果第 j 组数据 (x′
j, yj) 是一个异常点，那么它的残差

之所以很大时因为它的均值 E(yi) 发生了非随机漂移 η, 从而 E(yj) = x′
jβ + η. 这样就
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产生了一个新模型 yi = x′
iβ + ei, i ̸= j,

yj = x′
jβ + η + ej, ei ∼ N(0, σ2).

记 dj = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)′, 这是一个 n 维向量，它的第 j 个元素为 1，其余元素为零。
写成矩阵形式

Y = Xβ + djη + e, e ∼ N(0, σ2I)

以上模型称为均值漂移线性回归模型，要判定 (x′
j, yj) 是不是异常点，等价于检验线性

假设 H : η = 0。

为了导出所要的检验统计量，我们先给出漂移模型中参数 β, η 的 LS 估计。分别记
为 β⋆, η⋆. 显然，假设 η = 0 成立时，β 的 LS 估计就是 β̂ = (x′x)−1X ′y.

定理 5.3.1 对均值漂移线性回归模型，β, η 的 LS 估计分比为

β⋆ = β̂(j), η
⋆ =

1

1− pjj
êj

这里 β̂(j) 为非均值漂移线性回归模型剔除第 j 组数据后得到的 β 的 LS 估计。pjj 为 PX

的第 j 个主对角元，êj 为从模型 (⋆) 导出的第 j 个残差。
证明显然，d′jy = jj, d

′
jdj = 1，记 X = (x1, ..., xn)

′, 则 X ′dj = xj。于是根据定义(
β⋆

η⋆

)
= [

(
X ′

d′j

)(
X dj

)
]−1

(
X ′

d′j

)
y =

(
X ′X xj

x′
j 1

)−1(
X ′y

yj

)

根据分块矩阵的求逆公式，以及 pjj = x′
j(X

′X)−1xj，有(
β⋆

η⋆

)
=

(
(X ′X)−1 + 1

1−pjj
(X ′X)−1xjx

′
j(X

′X)−1 − 1
1−pjj

(X ′X)−1xj

− 1
1−pjj

x′
j(X

′X)−1 1
1−pjj

)

(
X ′y

yj

)
=

(
β̂ + 1

1−pjj
(X ′X)−1xjx

′
jβ̂ − 1

1−pjj
(X ′X)−1xjyj

− 1
1−pjj

x′
jβ̂ + 1

1−pjj
yj

)
=

(
β̂ − 1

1−pjj
(X ′X)−1xj êj
1

1−pjj
êj

)

这个定理告诉我们一个很重要的事实：如果因变量的第 j 个观测值发生均值漂移，那么
在相应的均值漂移回归模型中，回归系数的 LS 估计等于原来模型中剔除第 j 组数据后，
所获得的 LS 估计。
约束条件 η = 0，即为约简模型 (⋆), 于是

SSHe =模型(⋆)残差平方和 = Y ′Y − β̂X ′Y
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而无约束模型的残差平方和为

SSe = Y ′Y − β⋆′X ′Y − η⋆d′jY

SSHe − SSe = (β⋆ − β̂)′X ′Y + η⋆d′jY = − 1

1− pjj
êjx

′
jβ̂ +

1

1− pjj
êjyj =

ê2j
1− pjj

这里 êj = yj − x′
jβ̂ 为原模型下第 j 组数据的残差。

利用 β⋆, η⋆ 的具体表达式将 SSe 作进一步简化：

SSe = Y ′Y − β̂′X’Y +
êjyj

1− pjj
= (n− p)σ̂2 −

ê2j
1− pjj

其中 σ̂2 = ||Y −Xβ̂||2/(n− p). 则所求的检验统计量为

F =
SSHe − SSe

SSe/(n− p− 1)
=

(n− p− 1)
ê2j

1−pjj

(n− p)σ̂2 − ê2j
1−pjj

=
(n− p− 1)r2j
n− p− r2j

这里 rj =
êj

σ̂
√

1−pjj
为学生化残差。

定理 5.3.2 对于均值漂移线性回归模型，如果假设 H : η = 0 成立，则

Fj =
(n− p− 1)r2j
n− p− r2j

∼ F1,n−p−1

据此，我们就得到如下检验：对给定的 α(0 < α < 1), 若

Fj =
(n− p− 1)r2j
n− p− r2j

> F1,n−p−1(α)

则判定第 j 组数据 (x′
j, yj) 为异常点。

根据 t 分布和 F 分布的关系，我们也可以用 t 检验法完成上面的检验。若定义

tj = F
1/2
j = (

(n− p− 1)r2j
n− p− r2j

)1/2

则对给定的 α, 当
|tj| > tn−p−1(α/2)

时，我们拒绝假设 H : η = 0，即判定第 j 组数据 (x′
j, yj) 为异常点。
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第六章 Box-Cox 变换
对观测得到的试验数据集 (x′

j, yj), i = 1, .., n，若经过回归诊断后得知，它们不满足

Gauss-Markov 条件，我们就要对数据采取” 治疗” 措施，实践证明，数据变换是处理有
问题数据的一种好方法。本章介绍最著名的 Box-Cox变换。它的主要特点是引入一个参
数，通过数据本身估计该参数，从而确定应采取的数据变换形式，实践证明，Box-Cox
变换对许多实际数据都是行之有效的。

Box-Cox 变换是对回归因变量的如下变换：

Y (λ =

Y λ−1
λ

, λ ̸= 0

lnY, λ = 0

这里 λ 是一个待定变换参数。Box-Cox 变换时一族变换，它包括了许多常见的变换，诸
如对数变换 (λ = 0)，倒数变换 (λ = −1) 和平方根变换 (λ = 1/2) 等等。

对因变量的 n 个观测值 y1, ..., yn，应用上述变换，得到变换后的向量

y(λ) = (y
(λ)
1 , ..., y(λ)n )′

我们要确定变换参数 λ, 使得 y(λ) 满足

y(λ) = Xβ + e, e ∼ N(0, σ2I)

即通过因变量的变换，使得变换过的向量 y(λ) 与回归自变量之间具有线性相依关系，误

差也服从正态分布，误差各分量等方差且相互独立。因此，Box-Cox 变换时通过参数 λ

的选择，达到对原来数据的” 综合治理”，使其满足一个正态线性回归模型的所有假设
条件。

我们用极大似然方法来确定 λ，因为 y(λ) ∼ N(Xβ, σ2I)，所以对固定的 λ, β, σ2 的

似然函数为

L(β, σ2) =
1

(
√
1πσ)n

exp− 1

2σ2
(y(λ) −Xβ)′(y(λ) −Xβ)J

这里 J 为变换的 Jacobi 行列式

J =
∏

|dy
(λ)
i

dyi
| =

∏
yλ−1
i

因此，当 λ 固定时，J 是不依赖于参数 β 和 σ2 的常数因子。L(β, σ2) 的其余部分关于

β 和 σ2 求导数，令其等于零，可以求得 β 和 σ2 得极大似然估计

β̂(λ) = (X ′X)−1X ′y(λ)
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σ̂2(λ) =
1

n
y(λ)

′
(I −X(X ′X)−1X ′)y(λ) =

1

n
SSe(λ, y

(λ)),

这里残差平方和为

SSe(λ, y
(λ)) = y(λ)

′
(I −X(X ′X)−1X ′)y(λ)

对应的似然函数最大值为

Lmax(λ) = L(β̂(λ), σ̂2(λ)) = (2πe)−n/2 · J · (SSe(λ, y
(λ))

n
)−n/2, (⋆)

这是 λ 的一元函数。通过求它的最大值来确定 λ, 因 lnx 是 x 的单调函数，我们的问题
可以化为求 lnLmax(λ) 的最大值，对 (⋆) 求对数，略去与 λ 无关的常数项，得

lnLmax(λ) = −n

2
lnSSe(λ, y

(λ)) + lnJ

lnLmax(λ) = −n

2
lnSSe(λ, y

(λ)) + lnJ

= −n

2
ln(

y(λ)
′

J1/n
(I −X(X ′X)−1X ′ y

(λ)

J1/n
)

= −n

2
lnSSe(λ, z

(λ))

其中

SSe(λ, z
(λ)) = z(λ)

′
(I −X(X ′X)−1X ′)z(λ)

z(λ) = (z
(λ)
1 , ..., z(λ)n )′ =

y(λ)

J1/n

z
(λ)
i =


y
(λ)
i

(
∏

yi)(λ−1)/n , λ ̸= 0,

(lnyi)(
∏

yi)
1/n, λ = 0.

因此求 lnLmax(λ) 的最大值，我们只需求残差平方和 SSe(λ, z
(λ)) 的最小值。虽然我们

很难找出使 SSe(λ, z
(λ)) 达到最小值的 λ 的解析式，但对一系列给定的 λ 值，通过最普

通的求 LS 估计的回归程序，我们很容易计算出对应的 SSe(λ, z
(λ))，画出 SSe(λ, z

(λ))

关于 λ 的曲线，从图中可以近似地找出使 SSe(λ, z
(λ)) 达到最小值的 λ̂.

现在我们把 Box-Cox 变换的具体步骤归纳如下：

(1) 对给定的 λ 值，计算出 z
(λ)
i ;

(2) 计算残差平方和 SSe(λ, z
(λ))；

(3) 对一系列的 λ 值，重复上述步骤，得到相应的残差平方和 SSe(λ, z
(λ)) 的一串值，

以 λ 为横轴，做出相应的曲线。用直观的方法，找出使 SSe(λ, z
(λ)) 达到最小值点

的 λ̂
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(4) 求出 β̂(λ̂)

例 6.1：在例 5.1 中，我们对因变量 Y 做了平方根变换，这相当于选用变换参数
λ = 0.5. 应用本节的方法，我们可以证实做这样的变换时合适的。表 6.5.1 给出了 12 个
不同的 λ 值对应的残差平方和 SSe(λ, z

λ，简单比较可以看出当 λ = 0.5 时，残差平方

和达到最小，因此我们可以近似地认为 0.5 就是变换参数 λ 的最优选择。
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第七章 均方误差及多重共线性
LS 估计有许多良好的性质，但在实际应用中，特别是大型线性回归问题中，LS 估

计有时表现不理想。例如，有时某些回归系数的估计的绝对值异常大，有时回归系数的

估计值的符号与问题的实际意义相违背等。

研究结果表明，产生这些问题的原因之一是回归自变量之间存在着近似线性关系，

称为复共线性 (multicolinearity).
本节我们研究复共线性对 LS 估计的影响以及复共线性的诊断和严重程度的度量问

题。

首先引进评价一个估计优劣的标准-均方误差（mean squared errors,简记为 MSE）.
设 θ 为 p× 1 的未知参数向量，θ̂ 为 θ 的一个估计。定义 θ̂ 的均方误差为

MSE(θ̂) = E||θ̂ − θ||2 = E(θ̂ − θ)′(θ̂ − θ).

它度量了估计 θ̂ 与未知参数向量 θ 的平均偏离的大小，一个好的估计应该有较小的均

方误差。

定理 7.1
MSE(θ̂) = trCov(θ̂) + ||Eθ̂ − θ||2

证明

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)′(θ̂ − θ)

= E[(θ̂ − Eθ̂) + (Eθ̂ − θ)]′[(θ̂ − Eθ̂) + (Eθ̂ − θ)]

= E(θ̂ − Eθ̂)′(θ̂ − Eθ̂)) + (Eθ̂ − θ)′(Eθ̂ − θ)

= ∆1 +∆2

因为对任意两个矩阵 Am×n 和 Bn×m 有 trAB=trBA, 于是上式第一项

∆1 = Etr(θ̂ − Eθ̂)′(θ̂ − Eθ̂)

= Etr(θ̂ − Eθ̂)(θ̂ − Eθ̂)′

= trE(θ̂ − Eθ̂))(θ̂ − Eθ̂))′

= trCov(θ̂)

而第二项 ∆2 = (Eθ̂ − θ)′(Eθ̂ − θ) = ||Eθ̂ − θ||2. 定理证毕.
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因此 θ̂ 的均方误差可以分解为两项之和，其中一项为 θ̂ 的各分量的方差之和，另

一项为 θ̂ 的各分量的偏差的平方和。因此一个估计的均方误差就是由它的各分量的方

差和偏差所决定。一个好的估计应该有较小的方差和偏差。

现在我们用均方误差这个标准来评价 LS 估计。考虑线性回归模型

Y = α01+Xβ + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I

这里假定 n× (p− 1) 的设计阵 X 已经中心化和标准化，且 rk(X)=p-1. 由于设计阵是中
心化的，于是常数项 α0 和回归系数 β 的 LS 估计能够分离开来，它们分别为

α̂0 = y =
1

n

∑
yi

β̂ = (X ′X)−1X ′Y

把 α0 与 β 的 LS 估计这样分离开来，对研究回归系数的 LS 估计的改进带来了很大的
方便，下面我们只讨论回归系数 β 的 LS 估计的改进。

因为 β̂ 是 β 的无偏估计，于是在 MSE(β̂)的表达式中，∆2 = 0。又因为 Cov(β̂) =

σ2(X ′X)−1, 于是
MSE(β̂) = ∆1 = σ2tr(X ′X)−1

记 λ1 ≥ ... ≥ λp−1 > 0 为 X’X 的特征值，因为 X’X 可逆，所以 (X ′X)−1 的特征值为

λ−1
1 , ..., λ−1

p−1，故上式变为

MSE(β̂) = σ2

p−1∑
i=1

1

λi

因此，如果 X’X 至少有一个特征值非常小，即非常接近于零，那么 MSE(β̂) 就会很大。

从均方误差的标准来看，这时的 LS 估计 β̂ 就不是一个好的估计。

另一方面

MSE(β̂) = E(β̂ − β)′(β̂ − β) = E(β̂′β̂ − 2β′β̂ + β′β) = E||β̂||2 − β′β,

于是

E||β̂||2 = ||β||2 +MSE(β̂) = ||β||2 + σ2

p−1∑
i=1

1

λi

这就是说，当 X ′X 至少有一个特征值很小时，LS 估计 β̂ 的长度平均说来要比真

正的未知向量 β 的长度长的多。这就导致了 β̂ 的某些分量的绝对值较大。

因此，当 X’X 至少有一个特征值很小时，LS 估计 β̂ 就不再是一个好的估计。

下面我们进一步分析，X’X 至少有一个特征值很小对设计阵 X 本身或回归自变量
关系上意味着什么？
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记 X = (x(1), ..., x(p−1)), 即 x(i) 为设计阵 X 的第 i 列，设 λ 为 X ′X 的一个特征值，

φ 为其对应的特征向量，其长度为 1，即 φ′φ = 1. 若 λ ≈ 0, 则

X ′Xφ = λφ ≈ 0

用 φ′ 左乘上式，得

φ′X ′Xφ = λφ′φ = λ ≈ 0

于是，我们有

Xφ ≈ 0

若记 φ = (c1, .., cp−1)
′, 上式即为

c1x(1) + ...+ cp−1x(p−1) ≈ 0, (⋆)

这表明设计阵 X 的列向量 x(1), ..., x(p−1) 之间有近似的线性关系。如果用 X1, ..., Xp−1

分别表示 p-1 个回归自变量，那么 (⋆) 表明，从现有的 n 组数据看，回归自变量之间有
近似线性关系

c1X1 + ...+ cp−1Xp−1 ≈ 0

回归设计阵的列向量之间的关系或等价地回归自变量之间的关系，称为复共线关

系。相应地，称设计阵 X 或线性回归模型有复共线性，有时也称设计阵 X 是病态的
（ill-conditioned）.

显然，”X’X 的特征值很小” 等价于设计阵 X 之间存在复共线性关系，并且 X’X 有
几个特征值很小，设计阵 X 就存在几个复共线关系。因此，复共线性是 LS 估计变坏的
原因。方阵 X’X 的条件数定义为

k =
λ1

λp−1

即 X’X 的最大特征值和最小特征值之比。条件数刻画了 X’X 的特征值的散布程度，
可以用来判断复共线性是否存在以及复共线性严重程度。从实际应用的角度，一般若

k < 100，则认为复共线性的程度很小；若 100 ≤ k ≤ 1000，则认为存在中等程度或较

强的复共线性；若 k > 1000, 则认为存在严重的复共线性。
复共线性产生的原因是多方面的。一种是由于数据”收集“的局限性所致。虽然这

样产生的复共线性是非本质的。另一种产生复共线性的重要原因是，自变量之间客观上

就有近似的线性关系。比如，在研究农村家庭用电问题中，如果把家庭收入 x1 和住房

面积 x2 都看作自变量，那么因为家庭高收入的住房也相应的宽敞一些，在自变量 x1 和

x2 之间就有复共线性。
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第八章 有偏估计
当设计阵存在复共线关系时，LS 估计的性质不够理想，有时甚至很坏。为此，统

计，统计学家做了种种努力，试图改进最小二乘估计。一方面是从模型或数据角度去考

虑（变量选择和回归诊断），另一方面就是寻求一些新的估计。Stein 于 1955 年证明了，
当维数大于 2 时，正态均值向量的 LS 估计的不可容许性，即能够找到另外一个估计在
某种意义下一致优于 LS 估计。由此为开端，近 30 年来，人们提出了许多新的估计，其
中主要有岭估计，主成分估计等。这些估计有一个共同的特点，它们的均值并不等于待

估参数，于是人们把这些估计统称为有偏估计。

8.1 岭估计

对于线性回归模型，回归系数 β 的岭估计定义为

β̂(k) = (X ′X + kI)−1X ′Y

这里 k > 0 是可选择参数，称为岭参数或偏参数。如果 k 取实验数据 y 无关的常数，
则 β̂(k) 为线性估计。否则，β̂(k) 就是非线性估计。当 k 取不同的值，我们得到不同
的估计，因此岭估计 β̂(k) 是一个估计类。特别，取 k=0,β̂(0) = (X ′X)−1X ′Y . 于是严
格地讲，LS 估计是岭估计类中的一个估计。与 LS 估计相比，岭估计是把 X’X 换成了
X’X+kI 得到的。直观上看这样作的理由也是明显的。因为当 X 呈病态时，X’X 的特征
值至少有一个非常接近于零，而 X’X+kI 的特征值 λ1 + k, .., λp−1 + k 接近于零的程度

就会得到改善，从而” 打破” 原来设计阵的复共线性，使岭估计比 LS 估计有较小的均
方误差。即 MSE(β̂(k)) < MSE(β̂).
为了证明关于岭估计优良性的一个基本定理，我们引进线性回归模型的典则形

式。设 λ1, ..., λp−1 为 X’X 的特征值，ϕ1, ..., ϕp−1 为对应的标准正交化特征向量。记

Φ = (ϕ1, ..., ϕp−1), 则 Φ 为 (p− 1)× (p− 1) 标准正交阵。再记

Λ = diag(λ1, ..., λp−1)

于是 X ′X = ΦΛΦ′, 则线性回归模型可改写为

Y = α01+ Zα + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I, (⋆)

这里 Z = XΦ, α = Φ′β。我们称 (⋆) 为线性回归模型的典则形式，α 称为典则回归系

数。因为 X 是中心化的，于是 Z 也是中心化的。对典则形式 (⋆)，α0 和 α 的 LS 估计
分别为

α̂0 = Y , α̂ = (Z ′Z)−1Z ′Y
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注意到 Z ′Z = Φ′X ′XΦ = Λ, 因而

α̂ = Λ−1Z ′Y

Cov(α̂) = σ2Λ−1Z ′ZΛ−1 = σ2Λ−1

按定义典则回归系数 α 的岭估计为

α̂(k) = (Z ′Z + kI)−1Z ′Y = (Λ + kI)−1Z ′Y

容易证明

α̂ = Φ′β̂

α̂(k) = Φ′β̂(k)

则，典则回归参数 α 的 LS 估计与原来回归参数 β 的 LS 估计之间差一个标准正交阵，
因而有

MSE(α̂) = MSE(β̂)

同样的

MSE(α̂(k)) = MSE(β̂(k))

现在我们证明岭估计的优良性的基本定理。

定理 8.1 存在 k > 0，使得

MSE(β̂(k)) < MSE(β̂)

即存在 k > 0，使得在均方误差意义下，岭估计优于 LS 估计。
证明由于 MSE(α̂) = MSE(β̂) 和 MSE(α̂(k)) = MSE(β̂(k))，所以只需证明存在

k > 0，使得

MSE(α̂(k)) < MSE(α̂)

由于设计阵 Z 是中心化的，于是 1′Z = 0, 所以

E(α̂(k)) = (Λ + kI)−1Z ′(α01+ Zα)

= (Λ + kI)−1Z ′Zα

= (Λ + kI)−1Z ′Λα

另外

Cov(α̂(k)) = σ2(Λ + kI)−1Z ′Z(Λ + kI)−1
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= (Λ + kI)−1Λ(Λ + kI)−1

所以

MSE(β̂(k))trCov(β̂(k)) + ||E(β̂(k))− α||2

= σ2

p−1∑
i=1

λi

(λi + k)2
+ k2

p−1∑
i=1

α2
i

(λi + k)2

= f1(k) + f2(k) = f(k)

对 k 求导，得

f ′
1(k) = −2σ2

p−1∑
i=1

λi

(λi + k)3

f ′
2(k) = 2k

p−1∑
i=1

λiα
2
i

(λi + k)3

因为 f ′
1(0) < 0, f ′

2(0) = 0，所以 f ′(0) < 0. 显然 f ′
1(k) 和 f ′

2(k) 在 k ≥ 0 时都连续，

所以 f ′(k) 在 k ≥ 0 时也连续。因而，当 k > 0 时充分小时 f ′(k) < 0, 这就是说，
f(k) = MSE(α̂(k)) 在 k > 0 充分小时，是 k 的单调函数，因而存在 k⋆ > 0，当

k ∈ (0, k⋆) 时，有 f(k) < f(0). 但 f(0) = MSE(α̂(k))。

注 1 这个定理为岭估计的实际应用奠基了理论基础，具有重要的意义。从该定理可
以看到 MSE(β̂(k)) < MSE(β̂) 成立的 k 依赖于未知参数 β 和 σ2。因此，对固定的 k,
岭估计 β̂(k) 不是在整个参数空间上一致优于 LS 估计。

注 2β̂(k) = Akβ̂，这里 Ak = (X ′X + kI)−1X ′X. 这表明岭估计是 LS 估计的一个线
性变换。

注 3 对任意的 k > 0 和 ||β̂|| ̸= 0，总有

||β̂(k)|| = ||α̂(k)|| = ||(Λ + kI)−1Λβ̂|| ≤ ||α̂|| = ||β̂||

这表明，岭估计 β̂(k) 的长度总比 LS 估计 β̂ 的长度小。因此 β̂(k) 是对 β̂ 向原点一种

压缩，所以通常也称之为一种压缩估计。

当设计阵 X呈病态时，平均来说 LS估计 β̂ 偏长，对它做适当的压缩式应该的，这

个结果从一个侧面说明了岭估计的合理性。

在实际应用中，岭参数的选择是一个很重要的问题，定理 8.1 仅说明 β̂(k) 优于 β̂

的 k 的存在性，并没有给出具体的算法，我们自然希望找到使 MSE(β̂(k)) 达到最小的

k。显然这个最优值 k 应该在方程

f ′(k) = f ′
1(k) + f ′

2(k) = 2

p−1∑
i=1

λi(kα
2
i − σ2)

(λi + k)3
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的根中去找。显然，k的最优值依赖于未知参数 β, σ2，从而不可能通过解方程 f ′(k) = 0

去获得。

1.Hoerl-Kennard 公式
岭估计是由 Hoerl 和 Kennard 于 1970 年提出的。他们所用的选择 k 的公式是

k̂ =
σ̂2

maxiα̂2
i

这个方法是基于如下的考虑。由于 f ′(k) = f ′
1(k) + f ′

2(k) = 2
p−1∑
i=1

λi(kα
2
i−σ2)

(λi+k)3
，如果

kα2
i − σ2 < 0 对 i = 1, ..., p− 1 都成立，则 f ′(k) < 0. 于是取

k⋆ =
σ2

maxiα2
i

当 0 < k < k⋆ 时，f ′(k) 总是小于 0，因而 f(k) 总是 k 的单调函数，故有 f(k⋆) < f(0),
即 MSE(β̂(k)) = MSE(β̂).

2. 岭迹法
岭估计 β̂(k) = (X ′X + kI)−1X ′Y 是随 k 值改变而变化。若记 β̂i(k) 为 β̂(k) 的第 i

个分量，它是 k 的一元函数，当 k 在 [0,+ inf) 上变化时，β̂i(k) 的图形称为岭迹。选择

k 的岭迹法是：将 β̂1(k), ..., β̂p−1(k) 的岭迹画在同一个图上。根据岭迹的变化趋势选择

k 值，使得各个回归系数的岭估计大体上稳定，并且各个回归系数的岭估计值得符号比
较合理。另外，LS 估计是使残差平方和达到最小的估计。k 越大，岭估计与 LS 估计偏
离越大。对应的残差平方和也随着 k 的增加而增加。因此，当用岭迹法选择 k 值时，还
应考虑使得残差平方和不要上升太多。

例 8.1：外贸数据分析
我们所考虑的因变量 Y 为进口总额，自变量 X1 为国内总产值，X2 为存储量，X3

为总消费量。为了建立 Y 对自变量 X1, X2, X3 之间的依赖关系，收集了 11 组数据，列
在表 6.7.1 中。
将原始数据中心化和标准化，计算得到

X ′X =


1 0.026 0.997

0.026 1 0.036

0.997 0.036 1


再计算它的三个特征值，分别为 λ1 = 1.999, λ2 = 0.998, λ3 = 0.003。于是 X’X 的条
件数 λ1/λ3 = 666.333，可见设计阵存在中等程度的复共线性。λ3 对应的特征向量为

ϕ = (−0.7070,−0.0070, 0.7072). 由上一节的讨论知，三个自变量之间存在复共线关系

−0.7070X1 − 0.0070X2 + 0.7072X3 ≈ 0.
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注意到，自变量 X2 的系数绝对值相对非常小，可视为 0，而 X1, X3 的系数又近似相

等，因此自变量之间的复共线关系可近似地写为 X3 = X1。注意这里的 X1, X3 都是经

过中心化和标准化的变量，还原为原来的变量，近似复共线关系为

X1 − x1

s1
=

X3 − x3

s3
.

从表 6.7.1 可以算出

x1 = 194.59, s1 = (
1∑

i=1

1(xi1 − x1)
2)1/2 = 94.87.

x3 = 139.74, s3 = (
1∑

i=1

1(xi3 − x3)
2)1/2 = 65.25.

代入上式得

X3 = 5.905 + 0.688X1.

这就是总消费量和国内总产值之间一个线性依赖关系，因此 X 是中心化和标准化的，
于是 X’X 是相关阵，其中 0.997 正是 X1 和 X3 的相关系数。可见，X1 和 X3 有如此

大的相关系数，和我们找出它们之间的复共线关系这一事实是吻合的。既然自变量之间

存在中等程度的复相关性，我们就采用岭估计来估计回归系数。对于中心化和标准化的

变量，计算出的岭迹列在表 6.7.2，对应的岭迹图画在图 6.7.1. 表 6.7.2 的最后一列是岭
估计对应的残差平方和。我们看到，随着 k 的增加，岭估计的残差平方和也随之增加，
所以残差平方和是岭参数 k 的单调增函数，这是很自然的，因为 LS 估计是使残差平方
和达到最小的估计。随着 k 的增加，岭估计与 LS 估计的偏离就愈大，因此它的残差平
方和自然也就愈大。从岭迹图上可以看出，岭迹 β̂1 随着 k 的增加，很快增加，大约在
k=0.01 处从负值变为正值。而 β̂2 相对比较稳定，但 β̂3 随着 k 的增加，骤然减少，大
约在 k=0.04 以后就稳定下来。总体来看，我们可以取 k=0.04，对于的岭估计为

β̂1(0.04) = 0.42, β̂2(0.04) = 0.213, β̂3(0.04) = 0.525

各变量的平均值为

x1 = 194.59, x2 = 3.3, x3 = 139.74, y = 21.89

相应的

s1 = 94.87, s2 = 5.22, s3 = 65.26, sy = 14.37

代入经验回归方程，化简后得到如下岭回归方程

Ŷ = −8.5537 + 0.0635X1 + 0.5859X2 + 0.1156X3
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岭估计的一种推广形式，称为广义岭估计。对于线性回归模型，回归系数 β 的广

义岭估计定义为

β̂(K) = (X ′X + ΦKΦ′)−1X ′Y

这里 Φ 的定义同上文，即 Φ 为标准正交阵，使得 Φ′X ′XΦ = diag(λ1, ..., λp−1), K =

diag(k1, ..., kp−1).
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8.2 主成分估计

在研究岭估计的优良性时，给出了一般线性回归模型的典则形式。新的设计阵

Z = (z(1), ..., z(p−1) = �Xϕ1, ..., Xϕp−1), 即

z(1) = Xϕ1, ..., z(p−1) = Xϕp−1

于是 Z 的第 i 列 z(i) 是原来 p-1 个回归自变量的线性组合，其组合系数为 X ′X 的第 i
个特征值对应的特征向量 ϕi。因此，Z 的 p-1 个列就对应于 p-1 个以原来变量的特殊
线性组合 (即以 X’X 的特征向量为组合系数) 构成的新变量。在多元统计学中，称这
些新变量为主成分。排在第一排的新变量对应于 X’X 的最大特征值，称为第一主成分，
排在第二列的就成为第二主成分，依次类推。因为 X 是中心化的，即 1′X = 0, 于是
1′Z = 1′XΦ = 0. 所以 Z 也是中心化的。因而 Z 的各列元的平均值为

zj =
1

n

n∑
i=1

zij = 0, j = 1, ..., p− 1

另外

z′(i)z(i) = ϕ′
iX

′Xϕi = λi

因此
n∑

i=1

(zij − zj)
2 = z′(i)z(i) = λi, j = 1, ..., p− 1

于是 X’X 的第 i 个特征值 λi 就度量了第 i 个主成分取值变动大小。当设计阵 X 存在复
共线关系时，有一些 X’X 的特征值很小，不妨设 λr+1, ..., λp−1 ≈ 0. 这时后面的 p-r-1 个
主成分取值变动就很小，再结合 zj = 0. 因此，在用主成分作为新的回归自变量时，这
后面的 p-r-1 个主成分对应变量的影响就可以忽略掉，故可将他们从回归模型中剔除。
用最小二乘法做剩下的 r 个主成分的回归，然后再变回到原来的自变量就得到了主成分
回归。

现将上述思想具体化。记 Λ = diag(λ1, ..., λp−1), 对 Λ, α, Z,Φ 做分块

Λ =

(
Λ1 0

0 Λ2

)
, α =

(
α1

α2

)
, Z = (Z1;Z2),Φ = (Φ1; Φ2)

其中 Λ1 为 r× r 矩阵，α1 为 r× 1 向量，Z1 为 n× r 矩阵，Φ1 为 (p− 1)× r 矩阵代入

Y = α01+ Zα + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I 中，并剔除 Z2α2 项得到回归模型

Y = α01+ Z1α1 + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I
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这个新的回归模型就是在剔除了后面 p-r-1 个对应变量影响较小的主成分后得到的。因
此，事实上我们是利用主成分进行了一次回归自变量的选择。对子模型应用最小二乘

法，得到 α0, α1 的 LS 估计：

α̂0 = y =
1

n

n∑
i=1

yi

α̂1 = (Z ′
1Z1)

−1Z ′
1Y = Λ−1

1 Z ′
1Y

这相当于用 α̃2 = 0 去估计 α2。利用关系 β = Φα，可以获得原来参数 β 的估计

β̂ = Φ

(
α̂1

α̂2

)
=
(

Φ1 Φ2

)( α̂1

0

)
= Φ1Λ

−1
1 Z ′

1Y = Φ1Λ
−1
1 Φ′

1X
′Y

这就是 β 的主成分估计。

显然，

E(β̃) =
(

Φ1 Φ2

)( α1

0

)
= Φ1α1

但

β = Φα = Φ1α1 + Φ2α2

可见，一般说来 E(β̃) ̸= β，于是主成分估计也是有偏估计。我们应该用均方误差作为

度量其优劣的标准。下面的定理证明了，在一定的条件下主成分估计比 LS 估计有较小
均方误差。

定理 8.2 当设计阵存在复共线关系时，适当选择保留的主成分个数可致主成分估计
比 LS 估计有较小的均方误差，即

MSE(β̃) < MSE(β̂

证明假设 X ′X 的后面 p-r-1 个特征值 λr+1, ..., λp−1 很接近于 0，则有

MSE(β̃) = MSE

(
α̂1

0

)
= trCov

(
α̂1

0

)
+ ∥E

(
α̂1

0

)
− α∥2 = σ2tr(Λ−1

1 ) + ||α2||2

因为

MSE(β̂) = σ2tr(Λ−1)

所以

MSE(β̃) = MSE(β̂) + (||α2||2 − σ2tr(Λ−1
2 ))

于是

MSE(β̃) < MSE(β̂)
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当且仅当

||α2||2 < σ2tr(Λ−1
2 ) = σ2

p−1∑
i=r+1

1

λi

, (⋆)

因为假设 X ′X 的后面 p-r-1 个特征值接近于 0，于是上式右端很大，故等式 (⋆) 成立。

注因为 α2 = Φ′
2β，于是变回到原来参数，(⋆) 可变形为

(
β

σ
)′Φ2Φ

′
2(
β

σ
) < trΛ−1

2 , (⋆⋆)

这就是说，仅当 β, σ2 满足 (⋆⋆) 时，主成分估计才能比 LS 估计有较小的均方误差。所
以有如下的结论

(1) 对固定的参数 β, σ2，当 X ′X 的后面 p-r-1 个特征值很小时，主成分估计比 LS 估
计有较小的均方误差。

(2) 对给定的 X ′X, 也就是固定的 Λ2，对相对比较小的 β
σ
, 主成分估计比 LS 估计有较

小的 junf 误差。

在主成分估计应用中，有一个重要的问题就是如何选择保留主成分的个数。通常

有两种方法，其一是保留对应的特征值相对比较大的那些主成分；其二是选择 r, 使得
r∑

i=1

λi 与全部 p-1 个特征值之和
p−1∑
i=1

λi 的比值达到预先给定的值，譬如 75% 或 80% 等。

主成分作为原来变量的线性组合，是一种” 人造变量”, 一般并不具有任何实际含
义，特别当回归自变量具有不同度量单位时，更是如此。比如 X1, X2 分别表示该农作

物生长期内平均气温和降雨量，它们的度量单位分别是摄氏度和毫米。
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第九章 多元线性模型
前面讨论的线性模型都只包含一个因变量。例如，研究产品的某一项性能指标 Y1

与原材料含量，加工条件 X1, ..., Xp−1 之间的关系，导致了一个因变量 Y1 对多个自变

量 X1, ..., Xp−1 的线性模型。但是，实际应用上，人们也常常会遇到含多个因变量的问

题。例如，如果我们同时对产品的多个指标 Y1, ..., Yq 感兴趣，这时就有 q 个因变量，这
很自然地导致了对多个因变量与多个自变量的线性模型的研究。

一般，假设研究 q 个因变量 Y1, ..., Yq 和 p-1 个自变量 X1, ..., Xp−1 之间的关系，若

Yj 与 X1, ..., Xp−1 有线性关系：

Yj = β0j + β1jX1 + ...+ β(p−1)jXp−1 + εj, j = 1, ..., q

为了估计系数 βij，对 Y1, ..., Yq 和 X1, ..., Xp−1 做 n 此观测，得到数据

yi1, ..., yiq; xi1, ..., xi(p−1); i = 1, ..., n

它们满足

yij = β0j + β1jxi1 + ...+ β(p−1)jxip−1 + εij, i = 1, ..., n, j = 1, ..., q

若引进矩阵记号

Yn×q =


y11 y12 ... y1q

y21 y22 ... y2q

... ... ... ...

yn1 yn2 ... ynq

 = (y1, ..., yq)

Xn×p =


1 x11 ... x1p−1

1 x21 ... x2p−1

... ... ... ...

1 xn1 ... xnp−1



Bp×q =


β01 β02 ... β0q

β11 β12 ... β1q

... ... ... ...

βp−11 βp−12 ... βp−1q

 = (β1, ..., βq)

εn×q =


ε11 ε12 ... ε1q

ε21 ε22 ... ε2q

... ... ... ...

εn1 εn2 ... εnq

 = (ε1, ..., εq)
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这里随机误差矩阵 ε 的不同行对应于不同次观测，我们假定它们不相关，均值为零，用

公差协方差矩阵为 Σ > 0。B 为未知参数矩阵，每个列对应于一个因变量。Y 为因变量
随机预测阵，它们不同行对应于不同次观测，每个列对应于一个因变量。假设 rk(X)=p,
于是 Y = Xβ + ε

ε的行向量互不相关，均值为 0，协方差矩阵为Σ

为多元线性模型。

9.1 kronecker 积与向量化运算

先来介绍一下 Kronecker 乘积与向量化运算。
定义：设 A = (aij)和 B = (bij)分别为 m×n，p× q 的矩阵，定义矩阵 C = (aijB)。

这是一个 mp× nq 的矩阵，称为 A 和 B 的 Kronecker 乘积，记为 C = A⊗ B, 即

A⊗ B =


a11 ⊗ B a12 ⊗ B ... a1n ⊗ B

a21 ⊗ B a22 ⊗ B ... a2n ⊗ B

... ... ... ...

am1 ⊗ B am1 ⊗ B ... amn ⊗ B


这种乘积具有以下性质：

(1) 0⊗ A = A⊗ 0 = 0,

(2) (A1 + A2)⊗ B = (A1 ⊗ B) + (A2 ⊗ B),A⊗ (B1 +B2) = A⊗ B1 + A⊗ B2,

(3) (αA)⊗ (βB) = αβ(A⊗ B),

(4) (A⊗ B)′ = A′ ⊗ B′,

(5) (A⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1.

定理设 A,B 分别为 n × n,m ×m 的方阵，λ1, ..., λn 和 µ1, ..., µm 分别为 A,B 的特
征值，则

(1) λiµj, i = 1, ..., n; j = 1, ...,m 为 A⊗ B 的特征值，且 |A⊗ B| = |A|m|B|n;

(2) tr(A⊗ B) = tr(A)tr(B);

(3) rk(A⊗ B) = rk(A)rk(B);
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(4) 若 A ≥ 0, B ≥ 0, 则 A⊗ B ≥ 0.

证明 (1) 记 A,B 的 Jordan 标准形分别为

Λ =


λ1

0 λ2

... ...

0 0 ... λn

 ,∆ =


µ1

0 µ2

... ...

0 0 ... µn


依 Jordan分解，存在可逆矩阵 P和 Q，使得 A = PΛP−1, B = Q∆Q−1,利用 Kronecker
乘积的性质，得

A⊗ B = PΛP−1 ⊗Q∆Q−1 = (P ⊗Q)(Λ⊗∆)(P ⊗Q)−1

因此

|A⊗ B| = |Λ⊗∆|

=
n∏

i=1

m∏
j=1

λiµj

= (
n∏

i=1

λi)
m(

m∏
j=1

µj)
n

= |A|m|B|n

定义：设 Am×n = (a1, a2, ..., an)，定义 mn× 1 的向量

V ec(A) =


a1

a2

....

an


(1) V ec(A+B) = V ec(A) + V ec(B);

(2) V ec(αA) = αV ec(A), 这里 α 为数;

(3) tr(AB) = (V ec(A′))′V ec(B);

(4) tr(A) = tr(AI) = tr(IA) = (V ec(In))
′V ec(A);

(5) 设 a 和 b 分别为 n× 1,m× 1 向量，则 V ec(ab′) = b⊗ a;

(6) V ec(ABC) = (C ′ ⊗ A)V ec(B).
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我们只证明 (6), 设 Cm×n = (cij) = (c1, ..., cn), B = (b1, ..., bm), 依定义

(C ′ ⊗ A)V ec(B) =


c11 ⊗ A c21 ⊗ A ... cm1 ⊗ A

c12 ⊗ A c22 ⊗ A ... cm2 ⊗ A

... ... ... ...

c1n ⊗ A c2n ⊗ A ... cmn ⊗ A




b1

b2

...

bm



=


AΣcj1bj

AΣcj2bj

...

AΣcjnbj



=


ABc1

ABc2

...

ABcn

 = V ec(ABC)

9.2 多元线性模型

现在讨论未知参数 B 和 Σ 的估计问题，应用 V ec(ABC) = (C ′ ⊗ A)V ec(B)，有

V ec(Y ) = (I ⊗X)V ec(B) + V ec(ε)

因为

Cov(yi, yj) = σijIn, i, j = 1, ..., q

这里 Σ = (σij)q×q，再由 Cov(V ec(ε)) = Σ⊗ In, 多元线性模型化为如下一元线性模型
V ec(Y ) = (I ⊗X)V ec(B) + V ec(ε),

Cov(V ec(ε)) = Σ⊗ In,

E(V ec(ε)) = 0

应用一元线性模型的结果和 Kronecker 乘积的性质，β
∆
= V ec(B) 的 BLU 估计为

β⋆ = V ec(B⋆)

= [(I ⊗X)′(Σ⊗ In)
−1(I ⊗X)]−1(I ⊗X)(Σ⊗ In)

−1V ec(Y )

= (Σ−1 ⊗X ′X)−1(Σ−1 ⊗X ′)V ec(Y )

= (I ⊗ (X ′X)−1X ′)V ec(Y )
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= V ec((X ′X)−1X ′Y )

于是 B 的 BLU 估计为
B⋆ = (X ′X)−1X ′Y

若记 B⋆ = (β⋆
1 , ..., β

⋆
q ), 则

β⋆
i = (X ′X)−1X ′yi, i = 1, ..., q.

此即从一元线性模型

yi = Xβi + εi, i = 1, ..., q

导出的 LS 估计。这个结果表明：q 个因变量的多元线性模型的参数矩阵 B 的 BLU 估
计可以从 q 个一元线性模型得到。
容易证明

Cov(V ec(B⋆)) = Σ⊗ (X ′X)−1

于是

Cov(β⋆
i , β

⋆
j ) = σij(X

′X)−1, i, j = 1, ..., q.

现在讨论 Σ 的估计，定义

Y ⋆ = Xβ⋆ = X(X ′X)−1X ′Y
∆

PXY

ε̂ = Y − ε⋆ = (I − PX)Y

应用事实：E(x′Ay) = tr[ACov(y, x)] + [E(x)]′A[E(y)], 有

E(y′i(I − PX)yi] = σijtr(I − PX) + β′
iX

′(I − PX)Xβj

= σijtr(I − PX)

= (n− q)σij

于是

E(ε̂′ε̂) = E[Y ′(I − PX)Y ] = (n− p)Σ

最后，我们得到 Σ 的一个无偏估计

Σ⋆ =
1

n− p
Y ′(I − PX)Y

同样的处理手法也可应用于更一般的多元线性模型：Y = X1BX2 + ε,

ε的行向量互不相关，均值为 0，协方差阵为Σ,
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这里 Y 仍为 n× q 随机观测阵，X1, X2 分别为 n× p 和 k × q 已知矩阵，B 为 n× q 的

未知参数阵，关于 ε 的假设同前面的模型一样。这类模型的不少例子来自生物生长问

题，故得生长曲线模型 (growth-curve model) 之名。
例 9.1：生物学家欲研究白鼠的某个特征随时间变化情况，随机选用 n 只小白鼠做

试验。在时刻 t1, ..., tp 对每只小白鼠观测该特征的值。设第 i 只小白鼠的 p 此观测值为
yi1, ..., yip, i = 1, ..., n。假定不同白鼠的观测值是不相关的，而同一只白鼠的 p 次观测却
是相关的，且协方差阵为 Σ(> 0)。从理论分析认为，这些观测值与观测时间 t 的关系
为 k-1 阶多项式：

Y = f(t) = β0 + β1t+ ...+ βk−1t
k−1

这就是所谓理论生长曲线。生物学家的目的是估计 β0, ..., βk−1，以得到经验生长曲线。

若以 εij 记 yij 所含的误差，则对观测数据 yij，我们有模型
y11 y12 ... y1p

y21 y22 ... y2p

... ... ... ...

yn1 yn2 ... ynp

 =


1

1

...

1


(

β0 β1 ... βk−1

)


1 1 ... 1

t1 t2 ... tp

... ... ... ...

tk−1
1 tk−1

2 ... tk−1
p

+ (εij)

应用矩阵向量化方法，有
V ec(Y ) = (X ′

2 ⊗X1)V ec(B) + V ec(ε),

E(V ec(ε)) = 0,

Cov(V ec(ε)) = Σ⊗ I.

得到 β⋆ = V ec(B⋆) 的 GLS 解为

β⋆ = V ec((X ′
1X1)

−1X ′
1Y Σ−1X ′

2(X2Σ
−1X ′

2)
−1)

等价地

B⋆ = (X ′
1X1)

−1X ′
1Y Σ−1X ′

2(X2Σ
−1X ′

2)
−1

另外，不难证明

S =
1

n− rk(X1)
Y ′(I −X1(X

′
1X1)

−1x′
1)Y

是 Σ 的一个无偏估计。当 n− rk(X1) > q 时，它以概率为 1 的正定，将 S 代入得到

B̃ = (X ′
1X1)

−1X ′
1Y S−1X ′

2(X2Σ
−1X ′

2)
−1

称为 B 的两步 GLS 解。
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两步估计：
考虑一般线性模型

Y = Xβ + e, E(e) = 0, Cov(e) = Σ(θ)

这里 Y 为 n × 1 观测向量，X 为 n × p 设计阵，β 为 p× 1 未知参数向量，e 为 n× 1

随机误差。θ = (θ1, ..., θm) 也是未知参数向量。设 Σ(θ) > 0 对一切 θ 成立。记

β̂(θ) = (X ′Σ−1(θ)X)−1X ′Σ−1(θ)Y

当 θ 已知时，β̂(θ) 就是它的 GLS 估计，也是 BLU 估计。如果 θ 是未知的，设 θ̂ 是它

的一个估计，则 β̂(θ̂) 为 β 的两步估计。那么在什么条件相爱，β̂(θ̂) 仍然是 β 的无偏估

计。

我们先引进一个概念。

设 W 为一空间，若对任一 y ∈ W , 统计量 S(y) 满足 S(-y)=S(y), 则称 S(y) 对
y ∈ W 为偶函数。若对任一 y ∈ W , 统计量 S(y) 满足 S(-y)=S(y), 则称 S(y) 对 y ∈ W

为奇函数。另外，若对一切 y 和 β，统计量 S(y) 满足

S(y −Xβ) = S(y)

则称 S(y) 是交换不变的。
引理 1 设 u 为一随机向量，其分布关于原点是对称的，记为

u
d
= −u

，又 g(u) 是 u 的奇函数，则 g(u) 的分布关于原点也是对称的.
证明因为 u

d
= −u，于是 g(u)

d
= −g(u),但是 g(u)为奇函数，故 g(−u) = −g(u)，这

样就有

g(u)
d
= g(−u) = −g(u)

这就证明了 g(u) 的分布关于原点对称。引理证毕。
例:

(1) 对任意 Σ > 0，所元正态分布 Np(0, σ
2Σ) 都是关于原点对称的。

(2) 自由度为 n 的多元 t 分布也是关于原点对称的。

定理对于线性模型 Y = Xβ + e, Cov(e) = Σ(θ)，假设 e 的分布关于原点是对称的。
设 θ̂ = θ̂(Y ) 是 θ 的一个估计，它是 y 的偶函数且具有变换不变性。若 E(β̂(θ̂)) 存在，

则两步估计 β̂(θ̂) 是 β 的无偏估计。
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证明因为

β̂(θ̂)− β = (X ′Σ−1(θ̂)X)−1X ′Σ−1(θ̂)Y − β

= (X ′Σ−1(θ̂)X)−1X ′Σ−1(θ̂)e

从 θ 的不变性可得：

θ̂ = θ̂(y) = θ̂(Y −Xβ) = θ̂(e)

因而

β̂(θ̂)− β = (X ′Σ−1(θ̂(e))X)−1X ′Σ−1(θ̂(e))e

记 u(e) = β̂(θ̂)−β,因为 θ̂ = θ̂(Y ) = θ̂(e)是 e的偶函数，从上式容易推出 u(−e) = −u(e)，

即 u(e) 为 e 的奇函数。利用引理便知，u(e) 的分布关于原点是对称的，故有

E(u(e)) = E(β̂(θ̂)− β) = 0.

9.3 单因子方差分析模型

以前讨论的线性回归模型中，所涉及的自变量一般来说都是连续变量，研究的基本

目的则是寻求因变量与自变量之间客观存在的依赖关系，另外一种模型，它的自变量是

示性变量这种变量往往表示某种效应的存在与否，因而只能取 0,1 两个值，这种模型是
比较两个或多个因素效应大小的一种有力工具。通常把这种模型称为方差分析模型。

比较三种药治疗某种疾病的效果。药效度量指标为 Y。假设现在对每种药各有 n
个人服用，记 yij 为服用地 i 种药的第 j 个病人的药效测量值。yij 可表示为

yij = µ+ αi + eij, i = 1, 2, 3; j = 1, ..., n

称 µ 为总平均，αi 表示第 i 种药的效应，eij 表示随机误差。其均值为 0，方差都相等，
彼此互不相关。

模型可写为 

y11

...

y1n

y21

...

y2n

y31

...

y3n



=



1 1 0 0

.. .. .. ..

1 1 0 0

1 0 1 0

.. .. .. ..

1 0 1 0

1 0 0 1

.. .. .. ..

1 0 0 1




µ

α1

α2

α3

+



e11

...

e1n

e21

...

e2n

e31

...

e3n


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用 Y,X,β 和 e 分别表示式中的四个向量或矩阵，则该模型具有形式

Y = Xβ + e

不同的是 X 中元素 xij = 1 或 0，rk(X)=3 小于 X 的列数 4.

9.4 双因子模型

假设在一次生产过程中，影响产品质量指标 Y 的有两个因素 A 和 B。设 A 有 a 个
水平，因素 B 有 b 个水平。记 yij 表示在因子 A 的第 i 个水平，因素 B 的第 j 个水平
时生产的产品质量测量值，则 yij 可分解为

yij = µ+ αi + βj + eij, i = 1, 2, 3; j = 1, ..., b

这里 µ 为总平均，α1 为因素 A 的第 i 个水平的效应，βj 为因素 B 的第 j 个水平的效
应，eij 为随机误差。

9.54 具有交互效应的双因子模型

在前面的例子中因素 A 和因素 B 的效应具有可加性。但是，在一些实际的问题中，
这种情况不总是成立的。例如，在化工试验中，若因素 A 表示化学反应的温度，因素 B
表示化学反应的压力，两者对化学反应的质量或产量 Y 的贡献一般不具有可加性。如
果对每一个水平组合 (i,j) 重复 c 次试验，这时一个合理模型是

yijk = µ+ αi + βj + γij + eijk, i = 1, ..., a; j = 1, ..., b; k = 1, ..., c

这里 γij 称为因素 A 的第 i 个水平和因素 B 的第 j 个水平的交互效应。
进一步可推广到三因素方差模型。

9.6 协方差分析模型

线性回归模型所涉及的自变量一般是取连续的数量因子。设计阵 X 的元素 xij 可

取连续值。而在方差分析中模型中，自变量是属性因子，设计阵 X 的元素 xij 只能取

0,1 两个值。
协方差分析模型则是上述两种模型的混合，模型中的自变量既有属性因子又有数量

因子。设计阵由两部分组成，一部分由 0,1 两个数为元素，而另一部分的元素可取连续
值。它可以看做由方差分析模型和线性回归模型的设计矩阵组拼而成。

70 / 98



例：试验者欲比较两种饲料的催肥效果，用每种饲料喂养三头猪。要考虑的协变量

是小猪的初始体重，记 yij 为喂第 i 种饲料的第 j 头猪的体重增加量，则 yij 可分解为

yij = µ+ αi + γxij + eij, i = 1, 2, j = 1, 2, 3

这里 µ 为总平均，αi 为第 i 种饲料的效应，xij 为喂第 i 种饲料的第 j 头猪的初始体重，
γ 为协变量的系数，即回归系数。eij 的假设同单向分类模型。若记

y =



y11

y12

y13

y21

y22

y23


, X =



1 1 0 x11

1 1 0 x12

1 1 0 x13

1 0 1 x21

1 0 1 x22

1 0 1 x23


, β =


µ

α1

α2

γ

 , e =



e11

e12

e13

e21

e22

e23


则，模型具有形式：

y = Xβ + e

9.7 混合效应模型

混合效应模型的最一般形式为

y = Xβ + U1ξ1 + ...+ Ukξk, (⋆)

其中 y 为 n× 1 观测量，X 为 n× p 已知设计矩阵，β 为 p× 1 非随机的参数向量，称

为固定效应。Ui 为 n× qi 已知设计矩阵，ξi 为 qi × 1 随机向量，称为随机效应。一般

我们假设

E(ξi) = 0, Cov(ξi) = σ2
i Iq, Cov(ξi, ξj) = 0, i ̸= j

于是

E(y) = Xβ,Cov(y) =
k∑

i=1

σ2
iUiU

′
i

σ2
i 称为方差分量，也称 (⋆) 为方差分量模型。

在模型 (⋆) 中，最后一个随机效应向量 ξk 是通常的随机误差向量 e，而 Uk = In。

例 1：两向分类混合模型
研究人的血压，在一天内的变化规律。在一天内选择 a 个时间点测量别观测者的血

压，假设观测了 b 个人，用 yij 表示第 i 个时间点的第 j 个人的血压，则 yij 可表为

yij = µ+ αi + βj + eij, i = 1, ..., a; j = 1, ..., b,
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这里 αi 为第 i 个时间点的效应，它是非随机的，是固定效应。βj 为第 j 个人的个体效
应。如果这 b 个人是我们感兴趣的特定的 b 个人。那么 βj 是非随机的。这时以上模型

就是固定效应模型。

但是，如果我们要研究的兴趣只是放在比较不同时间点的血压高低上，被观测的 b
个人是随机抽取的，这时，βj 就是随机变量，于是该模型就是混合效应模型。

一个效应究竟看作随机的还是固定的，这取决于研究的目的和样品取得的方法。如

果观测的个体是随机抽取来的，那么它们的效应就是随机的，否则就是固定的。记

y = (y11, ..., y1b, ..., ya1, ..., yab)
′

这是 ab× 1 的向量。

X = (1ab : Ia ⊗ 1b), U = 1a ⊗ Ib, γ = (µ, α1, ..., αa)
′,

β = (β1, ..., βb)
′, e = (e11, ..., e1b, ..., ea1, ..., eab)

′,

则模型变形为

y = Xγ + Uβ + e

V ar(βi) = σ2
β, V ar(eij) = σ2, 则观测向量的协方差矩阵为

Cov(y) = σ2
βUU ′ + σ2Iab = σ2

β(Ja ⊗ Ib) + σ2Iab

其中 Jn = 1n1′n,σ2
β 和 σ2 是方差分量。

例 2：Panel 数据模型
假设我们对 N 个个体 (如个人，家庭，公司，城市，国家或区域等) 进行了 T 个时

刻的观测，观测数据可写为

yit = x′
itβ + ξi + εit, i = 1, ..., N ; t = 1, ..., T,

其中 yit 表示第 i 个个体第 t 个时刻的某项经济指标，xit 是 p× 1 已知向量，它刻画了

第 i 个个体在时刻 t 的一些自身特征，ξi 是第 i 个个体的个体效应，εit 是随机误差项。

如果我们的目的是研究整个市场的运行规律，而不是关心这特定的 N 个个体，这
N 个个体只不过是从总体中抽取的随机样本，这时个体效应就是随机的，记

y = (y11, ..., y1T , y21, ..., yNT )
′

X = (x11, ..., x1T , x21, ..., xNT )
′

U1 = IN ⊗ 1T , ξ = (ξ1, ..., ξN)
′, ε = (ε11, ..., ε1T , ε21, ..., εNT )

′
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则模型可表示为

y = Xβ + U1ξ + ε

如果假设 V ar(ξi) = σ2
ξ , V ar(εit) = σ2

ε，所有 ξi 和 εit 都不想关，则

Cov(y) = σ2
ξU1U

′
1 + σ2

εINT = σ2
ξ (IN ⊗ JT ) + σ2

εINT

σ2
ξ 和 σ2

ε 就是方差分量。

如果我们把时间效应也考虑进来，则以上模型可以改写为

yit = x′
itβ + ξi + λt + εit, i = 1, ..., N, t = 1, ..., T.

如果时间效应 λt 也看成随机的，并且假设 V ar(λt) = σ2
λ,λt 与所有的 ξi 和 εit 不相关，

记 U2 = 1N ⊗ IT , λ = (λ1, ..., λT )
′, 则我们得到如下模型

y = Xβ + U1ξ + U2λ+ ε

此时，观测向量的协方差矩阵为

Cov(y) = σ2
ξ (IN ⊗ JT ) + σ2

λ(JN ⊗ IT ) + σ2
εIIT

σ2
ξ , σ

2
λ 和 σ2

ε 为方差分量。
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第十章 案例分析

10.1 上市公司净资产收益率预测分析报告

内容摘要 本报告利用上市公司当年的公司财务指标对其来年的盈利状况予以

分析和预测。从我们的分析结果发现，公司当年的净资产收益率 (ROEt)、债务资本比
率 (LEV)、主营业务收入增长率 (GROWTH) 以及应收账款/主营业务收入 (ARR) 四
个财务指标，尤其是前两个财务指标，对于预测公司下一年的净资产收益率 (ROE) 非
常重要。这四个财务指标主要取决于公司的资本结构和主营业务状况。基于本报告的分

析结果，投资者和管理者可以利用上市公司当年的公开财务指标了解公司的投资风险，

从而进行合理的投资规划。

一、研究目的

在金融市场上，如何利用上市公司当年的公开财务指标对其来年的盈利状况予以

预测，是一个非常重要的问题。因为对该问题的合理回答，可以对投资者了解企业的盈

利模式、风险大小以及进行正确的投资帮助甚大，而管理者可以根据预测结果对企业的

发展规划、资源配置等方面进行合理的规划和部署。本报告将对中国股市的数据予以分

析、找出对上市公司来年净资产收益率进行预测的方法，并根据结果提出有意义的结论

和建议。

二、数据来源和相关说明

为实现合理预测上市公司来年的盈利状况这个目标，我们需要有效利用上市公司的

历史财务数据，对其来年的净资产收益率 (ROE)，即本分析报告中的因变量予以大概
的估计。我们选取了下列财务指标作为本分析报告中的自变量：

• 公司当年的净资产收益率 (ROEt): 该财务指标直接反映了公司当年的盈利状况。
可以预期，当年表现好的公司，其下年度的表现也趋向于较好。

• 资产周转率 v(ATO): 该财务指标综合评价了企业全部资产的利用效率。

• 主营业务利润/主营业务收入 (PM): 该财务指标反映了公司收入的质量。

• 债务资本比率 (LEV): 该财务指标反映了公司的基本债务状况。

• 主营业务收入增长率 (GROWTH): 该增长率指标反映了公司的成长状况。
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• 市倍率 (PB): 该财务指标反映了预期的公司未来成长率。

• 应收账款/主营业务收入 (ARR): 该财务指标反映了公司当年尚未实现的主营业务
收入，从一定程度上说明了公司的盈利质量。

• 存货/资产总计 (INV): 该比率指标反映了公司的存货状况。

• 对数变换后的资产总计 (ASSET): 简称资产总计，反映了公司的规模。

我们随机选取深圳股票市场和上海股票市场 2002,2003 年度的各 500 个样本来进行
分析。其中，模型的建立主要是基于 2002 年的训练样本，而 2003 年数据主要用来检验
模型的预测精度。

三、描述性分析

为了获得对数据的整体了解，我们对数据进行简单的描述性分析，得到表 10-1。

表 10-1 样本描述
变量名 均值 最小值 中位数 最大值 标准差

ROEt 0.068 -1.390 0.080 1.421 0.519
ATO 0.430 -0.928 0.438 1.927 0.460
PM 0.211 -0.424 0.218 0.698 0.181
LEV 0.709 -7.941 0.560 9.362 3.182
GROWTH 0.331 -5.962 0.379 6.092 2.120
PB 2.127 -20.816 2.271 32.591 9.513
ARR 0.201 -2.601 0.223 3.187 0.949
INV 0.100 -0.264 0.102 0.431 0.122
ASSET 21.066 18.629 21.056 23.414 0.855
ROE 0.410 -1.161 0.420 5.285 0.545

从表 10-1 中的描述性统计可以看出：
公司当年的净资产收益率 (ROEt) 介于-1.390 与 1.421 之间，其平均水平约为

0.068(平均值)和 0.080(中位数)，标准差为 0.519。而公司下年度的净资产收益率 (ROE)
介于-1.161 与 5.285 之间，其平均水平约为 0.410(平均值) 和 0.420(中位数)，标准差为
0.545。从中位数可以看出，超过半数的公司有正的净资产收益率 (ROE)；同当年相比，
公司下一年的净资产收益率 (ROE) 有一定的增长，而且不同公司之间的差距在扩大。
资产周转率 (ATO) 的均值 (0.430) 和标准差 (0.460) 从一个侧面反映出大多数公

司资产的平均利用水平。主营业务利润/主营业务收入 (PM) 的均值 (0.211) 和标准差
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(0.181) 反映了大多数公司的平均利润水平。值得注意的是，债务资本比率 (LEV) 的取
值范围较大 (从-7.941 到 9.362)，而且标准差也较大 (3.182)，这表明不同的公司之间
债务水平差别较大。主营业务收入增长率 (GROWTH) 也有较大的取值范围 (从-5.962
到 6.092) 和标准差 (2.120)，这表明各个公司所处的发展阶段呈现出多样化。从市倍率
(PB) 的均值 (2.127) 和标准差 (0.949) 反映出，在相当多的公司中应收账款在主营业务
收入中所占的比例较大。从存货/资产总计 (INV) 的均值 (0.100) 和标准差 (0.122) 以及
其取值范围 (从-0.264 到 0.431) 可以看出，大多数公司对存货都有较强的控制，从而避
免出现高存货率的情况。对数变换后的资产总计 (ASSET) 的标准差 (0.855) 反映出不
同的公司在资产规模上的差距还是比较大的。

四、数据建模

1. 全模型分析
在本节中，我们用线性回归的分析方法建立模型，以此来寻找自变量 (公司当年的

9 项财务指标) 和因变量 (公司下一年的净资产收益率，ROE) 之间的关系。通过从图
10-1 中考察观测值的 Cook 距离，我们删除了第 47 个强影响点。

图 10-1 Cook 距离

利用剩余的数据，我们运用包括全部 9 个自变量的全模型对因变量进行估计，得到
表 10-2 所示的估计结果。从表 10-2 中我们可以看到，模型 F 检验的 P 值非常小，表
明该模型是显著的，即自变量和因变量之间确实存在一定的关系。另外，未调整的判决

系数 (R-Square) 为 31.29%，调整后的判决系数为 30.03%，这都表明该模型对自变量和
因变量之间的关系有一定的解释能力。通过考察各个自变量对应的 t 检验的 P 值，在
0.05 的置信水平下，我们可以断定下一年的净资产收益率 (ROE) 与当年净资产收益率
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(ROEt) 和主营业务收入增长率 (GROWTH) 之间有着显著的正相关关系，与债务资本
比率 (LEV) 显著地负相关，而对于其他变量暂时没有定论。

表 10-2 全模型
变量名 系数估计值 标准差 P 值
截距 0.454 0.528 0.390

ROEt 0.487 0.041 0.000
ATO -0.015 0.048 0.758
PM 0.079 0.133 0.554
LEV -0.040 0.011 0.000

GROWTH 0.020 0.010 0.039
PB 0.003 0.003 0.341

ARR -0.026 0.024 0.285
INV -0.020 0.168 0.906

ASSET -0.003 0.025 0.901
残差项标准差 0.4557 模型 F 检验 P 值 < 0.0001

判决系数 (R-Square) 0.3129 调整的判决系数 (R-Square) 0.3003

2. 模型选择与预测
从以上全模型的分析结果容易发现，有三个财务指标非常重要，但是我们不能排除

其他变量也有预测能力的可能。因此，我们用两种两种最为常用的选择变量的方法，即

AIC 和 BIC，来选择最具有预测能力的模型。
如果使用 AIC 来选择模型，我们可以得到如下的模型估计结果，如表 10-3 所示。

表 10-3 AIC
变量名 系数估计值 标准差 P 值
截距 0.384554 0.018384 0.00

ROEt 0.546030 0.034258 0.00
LEV -0.028790 0.005556 0.00

GROWTH 0.015699 0.008071 0.05
ARR -0.034533 0.018101 0.06

残差项标准差 0.3818 模型 F 检验 P 值 < 0.0001

判决系数 (R-Square) 0.4205 调整的判决系数 (R-Square) 0.4158

从表 10-3中可以看到，AIC认为第 1个变量 (ROEt)、第 4个变量 (LEV)、第 5个
变量 (GROWTH) 以及第 7 个变量 (ARR) 对于预测下一年的净资产收益率 (ROE) 非
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常重要。而且，选出的所哟变量都在 0.10 的水平下是显著的，其判断系数 (R-Square)
相对于全模型有所提高。

如果用 BIC 来选择模型，我们可以得到如下的模型估计结果，如表 10-4 所示。从
表 10-4 中可以清楚地看到，BIC 认为第 1 个变量 (ROEt) 和第 4 个变量 (LEV) 对于预
测来年的净资产收益率非常重要，但是它不认为第 5 个变量 (GROWTH) 和第 7 个变
量 (ARR) 也很重要。而且，BIC 选出的所有变量都在 0.01 的水平下是显著的。其判决
系数相对于全模型也有所提高，但略微低于 AIC 所选出的模型。

表 10-4 BIC
变量名 系数估计值 标准差 P 值
截距 0.383049 0.017940 0.00

ROEt 0.549988 0.034408 0.00
LEV -0.029561 0.005576 0.00

残差项标准差 0.384 模型 F 检验 P 值 < 0.0001

判决系数 (R-Square) 0.4116 调整的判决系数 (R-Square) 0.4092

为了从三个不同的模型 (全模型、AIC 选择的最优模型以及 BIC 选择的最优模型)
中选出最具有预测能力的模型，我们用 2003 年的数据来对模型的预测能力进行检验。
另外，我们也考虑最简单的预测方法，即仅用 2003 年的盈利预测 2004 年，称之为” 直
接预测”。通过计算得到模型的预测结果比较，如表 10-5 所示。

表 10-5 预测结果比较
模型 直接预测 全模型 AIC BIC

平均预测误差 0.4157 0.2945 0.2937 0.2948

从表 10-5 中我们不难发现。所有基于模型的预测都要优于仅仅依靠当年净资产收
益率的预测。具体地说，如果我们仅仅利用公司当年的盈利能力来简单预测来年，那么

其平均绝对误差为 0.4157；而如果考虑了全模型，那么该预约误差下降为 0.2945。在此
基础上，经过 AIC 变量选择后的模型预测精度为 0.2937，而经过 BIC 变量选择后的模
型预测精度为 0.2948。
综上所述，线性模型的预测结果远远优于仅用公司上一年度的净资产收益率进行预

测的预测结果。而基于线性模型的三个预测结果相差无几。但是，同全模型相比，AIC
或 BIC 所使用的模型相对简单，为我们深入了解哪些财务指标对于预测公司下一年的
盈利能力更为重要提供了理论依据。进一步讲，从好的预测能力、简单和相对保守的角

度来看，AIC 所选择的模型能够提供更多理论思考。
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五、结论及建议

从上述的分析结果可知，我国上市公司的财务信息为预测下一年的盈利能力提供了

重要信息，而且表现出比较好的预测能力。具体来说，从保守和谨慎的角度来看，公司

当年的净资产收益率 (ROEt)、债务资本比率 (LEV)、主营业务收入增长率 (GROWTH)
以及应收账款/主营业务收入 (ARR) 这四个财务指标，尤其是前两个，对于预测公司下
一年的净资产收益率 (ROE) 非常重要。

进一步考验发现，上述四个财务指标主要取决于公司的资本结构和主营业务状况。

我们推测原因如下：较低的负债比率使得公司在下一年的还债压力较轻，因而有更充足

的现金流和更大的经营自由，从而容易获得较高的净资产收益率；主要业务状况在很大

程度上取决于公司产品所处的生命阶段，处于成熟期的产品对于公司的盈利能力有很强

的正向影响，而衰退期的产品容易带来负向的影响。因此，我们的结论验证了保持合理

的负债水平、专注于主营业务以及积极开发新产品等策略对于公司发展的积极意义。

投资者和管理者可以利用上述分析结果了解投资风险和公司的发展状况等信息，从

而进行合理的投资和管理规划。例如，投资者在进行投资分析时，需要特别关注公司的

以上相关财务指标，了解公司的资本结构和主营业务状况，利用相关信息来预测公司下

一年的盈利能力，并基于预测结果得出最有利的投资决策；而管理者可以通过控制上述

的相关财务指标来有意地透露公司的发展规划等重要信息，进而影响投资者，使其投资

决策与公司的发展规划相一致。当然，每一个公司都有其特殊情况，需要针对不同公司

的具体情况进行更详细的分析。

附录 程序及注释

rm(list=ls()) #清理当前工作空间
a=read.table(”C:/Users/Administrator/Desktop/R/CH1/roe.txt”,header=T)

#读入以空格为分隔符，并带有标题行的文本文件
round(a[1:10,],4) #用4位小数点的格式显示a中前10行的数据
a1=a[a$year==2002,-1] #从a中选出year为2002的数据,并删除第1列,然后赋值给a1
Mean=sapply(a1,mean) #计算a1中各列的均值
Min=sapply(a1,min) #计算a1中各列的最小值
Median=sapply(a1,median) #计算a1中各列的中位数
Max=sapply(a1,max) #计算a1中各列的最大值
SD=sapply(a1,sd) #计算a1中各列的标准差
cbind(Mean,Min,Median,Max,SD)

#将均值、最小值、中位数、最大值、标准差
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#集中在一起展示
round(cor(a),3) #计算相关系数，用3位小数点的格式展示
plot(a1$ROEt,a1$ROE) #画出ROEt和ROE之间的散点图
lm1=lm(ROE~ROEt+ATO+PM+LEV+GROWTH+PB+ARR+INV+ASSET,data=a1)

#用a1中数据拟合线性回归模型
summary(lm1) #给出模型lm1中系数估计值、P值等细节
round(a1[1:10,],3) #用3位小数点的格式显示a1中前10行的数据
par(mfrow=c(2,2)) #设置画图为2x2的格式
plot(lm1,which=c(1:4)) #画出lm1中对应于模型检验的4张图，

#包括残差图、QQ图和Cook距离图

a1=a1[-47,] #删除a1中第47行的观测
lm2=lm(ROE~ROEt+ATO+PM+LEV+GROWTH+PB+ARR+INV+ASSET,data=a1)

#用上一行命令得到的新数据a1再次拟合线型回归模型
#结果赋值给lm2

plot(lm2,which=c(1:4)) #画出lm2中对应于模型检验的4张图，
#包括残差图、QQ图和Cook距离图

library(car) #载入程序包Car
round(vif(lm2),2) #计算模型lm2的方差膨胀因子，用2位小数点的格式展示

lm.aic=step(lm2,trace=F) #根据AIC准则选出最优模型，并赋值给lm.aic
summary(lm.aic) #给出模型lm.aic中系数估计值、P值等细节

lm.bic=step(lm2,k=log(length(a1[,1])),trace=F)
#根据BIC准则选出最优模型，并赋值给lm.bic

summary(lm.bic) #给出模型lm.bic中系数估计值、P值等细节

a2=a[a$year==2003,-1] #从数据a中选出year为2003的观测，
#并删除第一列，赋值给a2

round(a2[1:5,],3) #用3为小数点的格式展示a2的前5行数据

y1=predict(lm2,a2) #用全模型lm2对a2进行预测
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y2=predict(lm.aic,a2) #用模型lm.aic对a2进行预测
y3=predict(lm.bic,a2) #用模型lm.bic对a2进行预测
y0=a2[,10] #选出a2中的第10列，即当年的ROE

r0=y0-a2$ROEt #用当年ROE对下年进行预测的残差
r1=y0-y1 #用全模型lm2预测的残差
r2=y0-y2 #用模型lm.aic预测的残差
r3=y0-y3 #用模型lm.bic预测的残差
resid=abs(as.data.frame(cbind(r0,r1,r2,r3)))

#计算残差的绝对值
sapply(resid,mean) #计算不同模型的平均绝对偏差，

#即对残差的绝对值取平均
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10.2 北京市商品房价格影响因素分析报告

内容摘要 本报告利用北京市商品房的销售价格数据，确定影响商品房销售价格

的重要因素，并量化这些因素对销售价格的影响。从我们的分析结果发现，影响北京商

品房平均销售价格的主要因素有所在区县、所在环线、物业类别以及装修状况。本报告

的分析结果可以为商品房购房者提供科学、可靠的价格参考依据，也可以为相关机构的

价值评估提供理论依据，还可以为房地产开发商选择项目以及制定开发策略提供有价值

的参考。

一、研究目的

北京市房地产市场是我国房地产市场中最为发达，也是最具有代表性的几个房地产

市场之一，而且其商品房的销售价格差异巨大，从最低的 4000 元/平方米一直到最高的
20000 元/平方米。因此，找出使什么样的因素在影响着北京市商品房的销售价格，以
及为何会产生价格上的巨大差异，是一件非常有意义的事情。本报告利用北京市商品房

的销售价格数据，确定影响商品房销售价格的重要因素，并量化了这些因素的影响。通

过了解影响商品房销售价格的因素，购房者可以更加理性地选择房屋，价值评估机构可

以通过理论模型来评估房屋价值，房地产项目开发商可以预测项目的销售价格，再结合

各个项目的成本，从而科学地选择项目进行开发并制定相关的开发策略。

二、数据来源和相关说明

我们从“搜房网”(www.soufun.com) 上随机选取了北京地区 2003-2004 年度开盘的
新楼盘共 506 个。在进行数据清理后，我们最终得到 200 个合格的楼盘样本。我们希望
能够基于这样一个公开的实际数据，建立恰当的经济计量模型，从数量上刻画房地产销

售价格同各个影响因素之间的关系。具体地说，我们的数据包含了表 10-6 中的信息。
从表 10-6可以看出，在数据所涵盖的所有变量中，有一个是我们特别感兴趣的，试

图通过其他变量来解释的，那就是销售均价。这也就是我们的因变量，而其他的所有变

量都是自变量。

通过对数据的简单分析，我们发现对销售均价进行对数变换对本报告的数据分析是

有帮助的，具有稳定方差的作用。在以后的分析中，我们都采用对数变换后的销售均价

作为因变量。

三、描述性分析

为了获得对数据的整体概念，我们利用盒装图对数据进行简单的描述性分析，如图

10-2 所示。
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表 10-6 变量说明
变量类型 变量 水平数

连续型 销售均价 (元/平方米) 无

容积率 (%) 无

绿化率 (%) 无

小区总建筑面积 (平方米) 无

小区停车位住户比列 (位/户) 无

离散型 所在区县 共七个区县 (七个主城区)
所在环线 共五环 (< 2、2-3、3-4、4-5、> 5)
物业类别 共两种 (普通，公寓)
装修状况 共三种 (毛坯、粗装修、精装修)
建筑类别 共四种 (板楼、塔楼、板塔结合、高层)
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图 10-2 盒装图

从图 10-2 可以看出：

• 地理位置对房屋的均价有显著的影响。随着地理位置从内环向外环延伸，商品房
均价的中位数呈现出明显的下降趋势。这说明，距离城市中心越远，商品房平均

价格越低。

• 城区的不同不仅极大地影响着房屋的均价，而且还影响着房屋价格的波动程度。

• 公寓的平均价格明显高于普通住宅，但波动程度相当。

• 精装修房屋的平均价格明显高于粗装修以及毛坯房，而且价格波动较大。此外，
粗装修房屋的均价并没有明显高于毛坯房。

• 不同的房屋类型 (如板楼、塔楼、板塔结合) 对房屋的平均价格及其波动程度影响
都很小。
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四、数据建模

在本节中，我们考虑的是离散型的自变量对销售价格的影响，因此采用方差分析的

方法建立模型，来寻找因变量和自变量之间的关系。具体地说，就是比较不同城区、不

同地理位置、不同建筑类别等的商品房价格从平均水平上来说有没有显著差异，并量

化这种差异。需要特别指出的是，一般来说，地理位置对房地产价格的影响非常重要，

因此我们在模型分析中考虑两个地理位置因素 (即所在区县以及所在环线) 的交互作用，
而对其他的自变量我们采用可加模型的形式。利用全部数据估计各个因素对销售价格的

具体影响，得到方差分析表 10-7，从表 10-7 中可以发现所在区县、所在环线、物业类
别、装修状况以及所在区县和所在环线的交互项的作用均是显著的，建筑类别的作用不

显著。

表 10-7 方差分析表
自由度 平方和 均方和 F 值 P 值

所在区县 6 6.94 1.16 27.20 0.0000
所在环线 4 8.00 2.00 47.02 0.0000
物业类别 1 2.12 2.12 49.90 0.0000
装修状况 2 1.44 0.72 16.91 0.0000
建筑类别 3 0.17 0.06 1.33 0.2671
所在区县: 所在环线 8 0.80 0.10 2.36 0.0196
残差 175 7.44 0.04

利用全部数据估计各个因素的不同水平对销售价格的具体影响，得到估计结果如表

10-8 所示。从表 10-8 中可以发现，“所在区县”的不同水平的价格之间近似有如下从大
到小的关系：海淀、朝阳、石景山、东城、西城、崇文、宣武。需要注意的是，这种近

似关系式通过和朝阳区的比较得出的，而且石景山区和朝阳区之间的差异并不显著。根

据“所在环线”的估计结果可以看出，地理位置对房屋的均价有显著的影响，随着地理

位置从内环向外环延伸，商品房均价的平均水平呈现出显著的下降趋势。还可以发现，

对于不同“物业类别”的房屋，公寓的平均价格显著高于普通住宅。“装修状况”的不

同水平之间也有区别，精装修房屋的价格显著高于粗装修的房屋，而毛坯房与粗装修房

屋之间的区别并不是很显著。另外，所在城区和所在环线的交互作用也是非常显著的。

因此，通过上述分析，我们可以判断出显著影响北京市房平均销售价格的因素有所在区

县、所在环线、物业类别以及装修状况。
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表 10-8 模型估计结果
变量 系数估计值 标准差 t 值 P 值
截距 9.8329 0.2190 44.91 0.0000
所在区县: 崇文 -0.8238 0.2219 -3.71 0.0003
所在区县: 东城 -0.5172 0.2257 -2.29 0.0231
所在区县: 海淀 0.3046 0.1113 2.74 0.0068
所在区县: 石景山 -0.0494 0.1037 -0.48 0.6343
所在区县: 西城 -0.5619 0.2342 -2.40 0.0175
所在区县: 宣武 -0.8599 0.2221 -3.87 0.0002
所在环线: 二至三环 -0.6229 0.2163 -2.88 0.0045
所在环线: 三至四环 -0.8028 0.2159 -3.72 0.0003
所在环线: 四至五环 -1.0186 0.2148 -4.74 0.0000
所在环线: 五环以外 -1.3581 0.2266 -5.99 0.0000
物业类别: 普通住宅 -0.1635 0.0359 -4.56 0.0000
装修状况: 精装修 0.2608 0.0617 4.23 0.0000
装修状况: 毛坯 0.0680 0.0548 1.24 0.2161
装修状况: 板塔结合 -0.0283 0.0542 -0.52 0.6027
装修状况: 高层 -0.0260 0.0438 -0.59 0.5543
装修状况: 塔楼 -0.0391 0.0384 -1.02 0.3096
所在区县: 崇文: 所在环线: 二至三环 0.4794 0.2483 1.93 0.0551
所在区县: 东城: 所在环线: 二至三环 0.5557 0.2460 2.26 0.0251
所在区县: 海淀: 所在环线: 二至三环 -0.4785 0.1379 -3.47 0.0007
所在区县: 西城: 所在环线: 二至三环 0.5026 0.3205 1.57 0.1186
所在区县: 宣武: 所在环线: 二至三环 0.3586 0.2411 1.49 0.1387
所在区县: 崇文: 所在环线: 三至四环 0.5038 0.3057 1.65 0.1011
所在区县: 海淀: 所在环线: 三至四环 -0.3093 0.1289 -2.40 0.0175
所在区县: 海淀: 所在环线: 四至五环 -0.3246 0.1295 -2.51 0.0131

五、结论与建议

从上述分析结果可知，影响北京市商品房平均销售价格的主要因素有所在区县、所

在环线、物业类别以及装修状况。而且，所在区县与所在环线之间存在着相互影响。商

品房购房者可以利用本报告得到的模型，对价格进行合理的预测，比较不同的楼盘，从

而为购房决策提供帮助。本报告的分析结果还可以为相关机构的价值评估提供理论依

据。对于房地产开发商，本报告提供了更多有用的信息。开发商可以利用该模型来合理
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地选择项目，并结合成本核算的结果来对项目的开发制定最优的策略。例如，由装修类

型不同水平的差异可以发现，精装修房屋的销售价格显著高于毛坯房，但粗装修房屋则

与毛坯房之间无显著差异，因此开发商就可以考虑不对房屋进行粗装修，而在成本核算

之后根据利润最大化的原则选择精装修或者毛坯房。类似地，对于其他因素的分析也可

以为开发商提供有价值的参考。

附录 程序及注释

rm(list=ls()) #清空当前工作空间
a=read.csv(”C:/Users/Administrator/Desktop/R/CH2/real.csv”,header=T)

#读入csv格式的数据，赋值为a
attach(a) #将数据集a中个变量添加到工作空间，便与直接调用
pairs(a[,c(1:6)]) #对a的前6列做散点图

boxplot(price~ring) #画出price与ring之间的盒状图

log.price=log(price) #对price对数变化，并赋值给log.price
boxplot(log.price~ring) #画出log.price与ring之间的盒状图

par(mfrow=c(2,2)) #设置画图模式2x2的格式
boxplot(log.price~dis) #画出log.price与dis之间的盒状图
boxplot(log.price~wuye) #画出log.price与wuye之间的盒状图
boxplot(log.price~fitment)#画出log.price与fitment之间的盒状图
boxplot(log.price~contype)#画出log.price与contype之间的盒状图

summary(a[,c(1:5)]) #给出a中前5列的描述性分类统计

lm1=lm(log.price~as.factor(ring))
#用离散变量ring做解释性变量做单因子方差分析

library(car) #载入程序包car
Anova(lm1,type=”III”) #对模型lm1做三型方差分析
summary(lm1) #显示模型lm1的各方面细节，包括参数估计值、P值等

lm2.1=lm(log.price~as.factor(ring)+as.factor(wuye))
#不带交互作用的双因子方差分析
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Anova(lm2.1,type=”III”) #对模型lm2.1做三型方差分析
summary(lm2.1) #显示模型lm2.1的各方面细节，包括参数估计值、P值等

lm2.2=lm(log.price~as.factor(ring)*as.factor(wuye))
#带交互作用的双因子方差分析

Anova(lm2.2,type=”III”) #对模型lm2.2做三型方差分析
summary(lm2.2) #显示模型lm2.2的各方面细节，包括参数估计值、P值等
dis=as.factor(dis) #把数据因子化
ring=as.factor(ring)
wuye=as.factor(wuye)
fitment=as.factor(fitment)
contype=as.factor(contype)
lm4=lm(log.price~dis*ring+wuye+fitment+contype)

#包括所有变量的全模型方差分析
summary(lm4) #显示模型lm4的各方面细节，包括参数估计值、P值等
par(mfrow=c(2,2)) #设置画图模式为2x2
plot(lm4,which=c(1:4)) #画出lm4中对应于模型检验的4张图，

#包括残差图、QQ图和Cook距离图
par(mfrow=c(1,1)) #设置画图模式为1x1

a0=read.csv(”D:/Practical Business Data Analysis/case/CH2/new.csv”)
#读入新数据，赋值给a0

a0=a0[,c(1:5)] #取a0的前5列
a0 #展示a0的数据

y.pred=exp(predict(lm4,a0))#用模型lm4对a0做预测
a0$y.pred=y.pred #将预测结果赋值给a0中的变量y.pred
a0 #展示a0的数据,包括预测值
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10.3 教学评估数据分析报告

内容摘要 本报告对北京大学光华管理学院的教学评估数据进行分析，找出影响

最终教学评估成绩的因素，并量化了这些影响因素的相对重要性。从我们的分析结果发

现，影响最终教学评估成绩的主要因素有教员职称、学生类别、年份、班级规模和学生

人数。本报告的分析结果可以为老师的教学评估提供一个客观有效的绩效评估标准，从

而更加科学有效地为教学管理服务。

一、研究目的

在大专院校的教学管理中，教学评估是一种重要的衡量教员教学成绩的手段。如果

该评估手段非常准确，那么我们就可以通过简单地比较两门课的教学评估成绩来比较

两个教员的教学绩效。因此，如何客观有效地对教员的教学进行评估，是一件非常重要

且基本的工作。本报告试图通过对北京大学的光华管理学院教学评估数据的分析，建立

一个计量经济学模型，以此来找出影响最终教学评估成绩的因素，并根据数据分析的结

果，提出一个合理的绩效考核标准。

二、数据来源和相关说明

本报告所使用的数据来自于北京大学光华管理学院的教学评估记录，共有 340 条
有效记录，其中每一条记录都对应于 2002 你那至 2004 年这三年间，在北京大学光华管
理学院开设的某一门课程。因变量是我们所关心的课程的最终评估得分。另外，我们的

数据包括以下解释变量：教员职称 (助理教授、副教授、正教授)、教员性别 (男、女)、
学生类别 (MBA、本科生、研究生)、年份 (2002、2003、2004)、学期 (秋季、春季) 以
及学生人数。值得注意的是，在我们所考虑的解释性变量中，学生人数 (即班级中学生
的数目) 是一个具有数值意义的变量，可以简单看做连续型变量，而其他的所有解释性
变量都是离散型变量。

三、描述性分析

在所有解释性变量中，学生人数是唯一的连续型变量。经验告诉我们，学生人数是

一个非常重要的因素，我们利用散点图 (即图 10-3) 来寻找它们之间的关系。
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图 10-3 最终评估得分与学生人数的散点图

通过散点图可以发现，最终评估得分与学生人数呈现杂乱无章的关系，并没有明显

的统计规律，但这很可能是噪音太大的缘故。为了准确地找出最终评估得分与学生人数

之间的关系，我们考虑将学生人数进行离散化，即对学生人数进行分组。在综合考虑各

组的样本量和相互关系之后，我们发现 20 是一个有意义的分界值。因此，我们定义哑
变量班级规模如下：如果学生人数小于等于 20，那么班级规模取值为 1，否则取值为 0。

为了从直观上获得对各个离散型变量与因变量之间关系的初步认识，我们利用盒状

图对数据进行简单的描述性分析，得到图 10-4。
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图 10-4 基于盒状图的描述性分析

从图 10-4 中我们可以得到如下直观的印象：

• 教员职称确实能够影响教学评估成绩。随着教员职称的提高 (从助理教授到副教
授再到正教授)，平均教学评估成绩 (以中位数计) 依次增高。这在一定程度上反
映出积累的教学科研经验对教学评估成绩的影响。

• 教员不同性别的两组之间差别很小，表明性别对教学评估成绩影响甚微。

• 不同的学生类别对教学评估成绩影响很大。研究生给出的平均教学评估成绩明显
高于本科生和 MBA，而本科生和 MBA 之间差异不大。

• 随着时间的推移，各组的中位数在依次提高，表明北京大学光华管理学院的教学
质量在稳步提高。

91 / 98



• 秋季学期 (即每学年的第一个学期) 的教学评估成绩低于春季学期。

• 小于 20 人的班级教学评估成绩明显高于大于 20 人的班级。

四、数据建模

1. 全模型分析
通过上一节的分析我们可以发现，自变量与因变量之间确实存在相关性。我们用多

因素协方差分析的方法建立模型，来寻找自变量和因变量之间的关系。从先前的分析中

发现，最终评估得分与班级规模之间有显著的相关性，但是与学生人数之间的关系并不

显著，因此我们考虑班级规模与学生人数之间的交互作用。我们单独对其进行的检验也

证明了该交互作用是显著的。而对其他的变量，我们考虑可加模型。利用全部数据对此

进行估计，我们得到模型估计结果 (如表 10-9 所示)。

表 10-9 全模型方差分析
变量名 P 值
教员职称 < 0.0000

教员性别 0.7565
学生类别 < 0.0000

年份 0.0002
学期 0.6963
班级规模 0.0680
学生人数 0.6690
班级规模: 学生人数 0.0011
残差项标准差 0.4319 模型 F 检验 P 值 < 0.0001

判决系数 (R-square)0.2054 调整的判决系数 (R-square)0.1787

从表 10-9 中我们可以看到，模型 F 检验的 P 值非常小，表明该模型是显著的，
即自变量和因变量之间确实存在一定的关系。另外，未调整的判决系数 (R-square) 为
20.54%，调整后的判决系数 (adjusted R-square) 为 17.87%，这都表明该模型对自变量
和因变量之间的关系有一定的解释能力。通过对各个自变量所对应的 t 检验的 P 值得
考察，在 0.10 的显著水平下，我们可以断定： 1⃝教员职称、学生类别、年份、班级规模
和学生人数都是重要的影响因素； 2⃝教员的性别和学期对最终评估得分影响甚微。从表
10-10 中我们可以看到以上五个重要的影响因素也大致与人们的直觉相一致。教员职称
在一定程度上代表了教员的教学能力，教学能力高的教员自然能得到较高的教学评估成

绩；MBA 和本科生对教员的期望值一般都较高；随着学院的成长，教员各方面经验的
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表 10-10 全模型估计结果
变量 系数估计值 标准差 t 值 P 值
截距 3.9255 0.1068 36.77 0.0000
教员职称：正教授 0.1637 0.0696 2.35 0.0191
教员职称：助理教授 -0.1006 0.0703 -1.43 0.1532
教员性别：女 0.0334 0.0665 0.50 0.6160
学生类别：本科生 0.0945 0.0673 1.40 0.1616
学生类别：研究生 0.2429 0.0583 4.17 0.0000
年份：2003 0.1446 0.0594 2.44 0.0153
年份：2004 0.2404 0.0569 4.22 0.0000
学期：秋季 -0.0214 0.0845 -0.25 0.8005
班级规模：1(小于 20) 0.6018 0.1611 3.74 0.0002
学生人数 0.0009 0.0012 0.75 0.4520
班级规模：1(小于 20): 学生人数 -0.0351 0.0107 -3.28 0.0011

积累在教学上也有显著的体现，这就导致最终教学评估得分逐步递增；班级规模是一个

很重要的影响因素，小规模的班级总是比大规模的班级更容易教授，而且教员也能有更

多的精力来关注每位同学。

2. 模型选择
我们很容易从以上全模型的分析结果中发现，有五个自变量非常重要，对最终评估

得分有显著的影响，但是我们不能排除其他变量也有预测能力的可能。因此，我们用两

种最为常用的选择变量的方法，即 AIC 和 BIC，来选择最具有预测能力的模型。通过
计算，得到模型如，我们发现 AIC 和 BIC 选择了同样的模型，而且正好是包含上述五
个重要因素的模型。因此，我们可以认为该模型是一个科学合理的模型，称为最优模

型。对该模型的参数估计结果表示如表 10-11 所示。
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表 10-11 最优模型参数估计结果
变量 系数估计值 标准差 t 值 P 值
截距 3.9161 0.0826 47.40 0.0000
教员职称：正教授 0.1748 0.0525 3.33 0.0010
教员职称：助理教授 -0.0962 0.0695 -1.39 0.1670
学生类别：本科生 0.0954 0.0671 1.42 0.1564
学生类别：研究生 0.2416 0.0578 4.18 0.0000
年份：2003 0.1470 0.0590 2.49 0.0132
年份：2004 0.2415 0.0567 4.26 0.0000
班级规模：1 0.5962 0.1603 3.72 0.0002
学生人数： 0.0008 0.0011 0.68 0.4949
班级规模: 学生人数 -0.0349 0.0107 -3.28 0.0012

为了确保模型分析结果的可能性，我们对模型的独立性，正态性以及同方差假定进

行检验，得到图 10-5，观察图 10-5 可以发现这些假定基本满足。

图 10-5 模型诊断图
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根据表 10-11 的估计结果，我们可以获得以下重要结论：

• 教员职称显著影响教学评估成绩。随着教员职称的提高 (从助理教授到副教授再
到正教授)，平均教学评估成绩也依次提高。

• 不同的学生类别对教学评估成绩影响很大。普通研究生给出的平均教学评估成绩
明显高于本科生和 MBA，而本科生和 MBA 之间差异不大。

• 随着时间的推移，北京大学光华管理学院的教学评估成绩稳步提高。

• 小于 20 人的班级的教学评估成绩明显高于大于 20 人的班级。

• 学生人数对大规模班级影响甚微，但是对小规模班级影响显著。

五、结论与建议

根据以上分析结果，我们知道有五个因素对教学评估成绩有显著的影响，这为教学

管理提供了重要的参考。管理部门可以根据这些影响因素更加合理地安排课程计划，如

对未来的最终教学评估成绩进行预测，并根据预测结果来合理安排老师的课程。另外，

根据最优模型，我们可以得到一个较为客观合理的教学绩效评估标准。因为模型中的因

素解释了诸如教员职称、授课年份等客观因素带来的影响，所以我们可以分离出模型的

残差，把它作为调整后的教学评估成绩并对不同课程的教学效果重新排序。在新的排序

结果的基础上，将调整后的教学评估成绩转换成我们习惯的单位或进制 (如百分制)，从
而更加科学有效地为教学管理服务。

附录 程序及注释

rm(list=ls()) #清空当前工作空间
a=read.csv(”C:/Users/Administrator/Desktop/R/CH3/teaching.csv”,header=T)

#读入csv格式的数据，并赋值给a
attach(a) #将a中各变量加入工作空间
a[c(1:5),] #展示a的前5行数据
plot(size,score) #画出size与score的散点图

boxplot(score~ceiling(size/20))
#画出score与分组的size的盒状图

table(ceiling(size/20)) #计算分组的size的频数
group=1*(size<=20) #根据size是否大于20生成0、1变量，
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par(mfrow=c(3,2)) #设置画图模式为3x2
boxplot(score~title,main=”职称”)#画出score与title的盒状图
boxplot(score~gender,main=”性别”)#画出score与gender的盒状图
boxplot(score~student,main=”学生类别”)#画出score与student的盒状图
boxplot(score~year,main=”年份”)#画出score与year的盒状图
boxplot(score~semester,main=”学期”)#画出score与semester的盒状图
boxplot(score~group,main=”班级规模”)#画出score与group的盒状图
par(mfrow=c(1,1)) #设置画图模式，还原成1x1

lm1=lm(score~as.factor(group)+size)
#用解释性变量group和size拟合线性模型

summary(lm1) #显示模型lm1的各方面细节，包括参数估计值、P值等
plot(size,score) #画出size与score的散点图
points(size,lm1$fitted,col=2)

#在size与score的散点图上用红色画出size与lm1$fitted的数据点

lm2=lm(score~as.factor(group)*size)
#拟合带交互作用的线性模型

library(car) #载入程序包car
Anova(lm2,type=”III”) #对模型lm2做三型方差分析

summary(lm2) #显示模型lm2的各方面细节，包括参数估计值、P值等
plot(size,score) #画出size与score的散点图
points(size,lm2$fitted,col=2)

#在size与score的散点图上用红色画出size与lm2$fitted的数据点

lm3.1=lm(score~as.factor(title)+as.factor(gender)+as.factor(student)
+as.factor(year)+as.factor(semester)+as.factor(group)*size)

#拟合考虑所有变量的全模型
Anova(lm3.1,type=”III”) #对模型lm3.1做三型方差分析
lm3.2=lm(score~as.factor(title)+as.factor(student)+as.factor(year)+
as.factor(group)*size) #删除全模型中不显著的变量，重新拟合
Anova(lm3.2,type=”III”) #对模型lm3.2做三型方差分析
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summary(lm3.2) #显示模型lm3.2的各方面细节，包括参数估计值、P值等

par(mfrow=c(2,2)) #设置画图模式为2x2的格式
plot(lm3.2,which=c(1:4)) #画出模型lm3.2的前4个与模型诊断相关的图，包括残差图、cook距离等
par(mfrow=c(1,1)) #设置画图模式，还原成1x1
Anova(lm3.1,type=”III”) #对模型lm3.1做三型方差分析

AIC(lm3.1) #计算模型lm3.1的AIC值
AIC(lm3.1,k=log(length(score)))#计算模型lm3.1的BIC值

Anova(lm3.2,type=”III”) #对模型lm3.2做三型方差分析

AIC(lm3.2) #计算模型lm3.2的AIC值
AIC(lm3.2,k=log(length(score)))#计算模型lm3.2的BIC值

lm.aic=step(lm3.1,trace=F)#根据AIC准则从lm3.2中选出最优模型
Anova(lm.aic,type=”III”) #对模型lm.aic做三型方差分析

lm.bic=step(lm3.1,k=log(length(score)),trace=F)
#根据BIC准则从lm3.2中选出最优模型

Anova(lm.bic,type=”III”) #对模型lm.bic做三型方差分析

par(mfrow=c(2,2))
plot(lm.aic,which=c(1:4))
par(mfrow=c(1,1))
a0=read.csv(”D:/Practical Business Data Analysis/case/CH3/new.csv”,header=T)

#读入用作预测的数据，并赋值给a0
a0$group=1*(a0$size<=20) #根据size是否大于20生成新的0、1变量，并赋值给a0$group
a0 #展示数据a0

score.hat=predict(lm.aic,a0)#利用lm.aic对a0进行预测预测
a0$score.hat=score.hat #将预测值赋给a0的变量score.hat
a0 #展示数据a0，此时包括预测值
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summary(lm.aic) #显示模型lm1的各方面细节，包括参数估计值、P值等

a$adj.score=lm.aic$residuals#将模型lm.aic中的残差赋值给a中的变量adj.score
a[c(1:10),] #展示数据a0的前10行，此时包括adj.score
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