
第一次作业答案

1. 列出科学计算中误差的三个来源, 并说出截断误差与舍入误差的区别.

答: 科学计算中的误差有: 模型误差: 代表数学模型与实际问题之间的误差; 截断
误差:近似解与精确解之间的误差,例如可微函数在泰勒展开时,保留前 n项作为近似,
实际表达-近似表达就是截断误差; 舍入误差: 由于计算机字长有限导致数据在计算机
上的表达和实际有差别, 计算过程中也可能产生新的误差, 成为舍入误差. 截断误差是
由采用的数值方法导致的, 而舍入误差是由计算机计算时产生的.

2. 什么是绝对误差与相对误差? 什么是近似数的有效数字? 它与绝对误差和相对误差有
什么关系?

答:
e∗ = x∗ − x,

e∗r =
x∗ − x

x
.

近似数的有效数字:若近似值 x∗ 的误差限是某一位的半个单位,该位到第一个非
零数字共有 n 位, 就称 x∗ 共有 n 位有效数字.

有效数字越多, 绝对误差限越小, 相对误差限也越小.

3. 什么是算法的稳定性? 如何判断算法稳定? 为什么不稳定算法不能使用?

答:如果一个算法在输入初始数据时有误差,而在结算过程中误差不增长,则称算
法具有稳定性.

如果初始数据的误差在计算中增长很快, 则算法是不稳定的.
如果使用不稳定的算法,会导致初始数据的误差逐步扩大,导致结果不可靠,所以

不稳定算法不能使用.

4. 什么是问题的病态性? 它是否受所用算法的影响?

答:问题的病态性是指,对于一个问题,如果初始数据的微小误差就会导致结果的
误差很大, 则问题是病态的.

问题的病态性是问题本身的性质, 与所用算法无关.

5. 什么是迭代法? 试利用 x3 − a = 0 构造计算 3
√
a 的迭代公式.

答: 迭代法是一种按同一公式重复计算, 逐次逼近真值的算法.
先设定初始值 x0 > 0, 令 x = x0+∆x，a = (x0 +∆x)3, 即

x3
0 + 3x2

0∆x+ 3x0(∆x)2 + (∆x)3 = a.
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由于 ∆x 是小量, 所以舍去高阶项 (∆x)2 和 (∆x)3, 可得：

∆x =
1

3

(
−x0 +

a

x2
0

)
.

于是有:
x =

1

3

(
2x0 +

a

x2
0

)
.

所以, 迭代公式为:

xk =
1

3

(
2xk−1 +

a

x2
k−1

)
, k = 1, 2, · · · .

6. 试改变下列表达式使计算结果比较精确（≪ 表示远小于,≫ 表示远大于）.

(1)
1

1 + 2x
− 1− x

1 + x
, |x| ≪ 1

原式可改写为：
1

1 + 2x
− 1− x

1 + x
=

1 + x− (1− x)(1 + 2x)

(1 + 2x)(1 + x)

=
2x2

(1 + 2x)(1 + x)
.

(2) √
x+

1

x
−
√
x− 1

x
, |x| ≫ 1

原式可改写为：

√
x+

1

x
−
√
x− 1

x
=

x+ 1
x
− x+ 1

x√
x+ 1

x
+
√
x− 1

x

=
2

x(
√
x+ 1

x
+
√
x− 1

x
)
.

(3)
1− cosx

x
, x ̸= 0, |x| ≪ 1

原式可改写为：
1− cosx

x
=

1−
(
1− 2sin2 x

2

)
x

=
2sin2 x

2

x
.

7. 设 x > 0,x 的相对误差为 δ, 求 lnx 的误差.

答: 设 f(x) = lnx,x 的近似值为 x∗, 即 δ = x∗ − x

将 f(x) 在 x∗ 泰勒展开可得:

f(x)− f(x∗) = f ′(x∗)(x− x∗) +
f ′′(ξ)

2
(x− x∗)2.

ξ 介于 x 与 x∗ 之间, 忽略 x− x∗ 的高阶项得:

f(x∗)− f(x) = f ′(x∗)(x∗ − x).
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因为 x 的相对误差为 δ, 所以 lnx 的误差为:

1

x
× δ × x = δ.

8. 设 x 的相对误差为 2%, 求 xn 的相对误差.

答: 设 f(x) = xn, 则:

∵ e∗r

(
f(x∗)

)
=

f(x∗)− f(x)

f(x)
, e∗r(x

∗) =
x∗ − x

x
.

∴
e∗r

(
f(x∗)

)
er(x∗)

=
xf ′(x)

f(x)
= n, e∗r

(
f(x∗)

)
= n× 2% = 0.02n.

9. 下列各数都是经过四舍五入得到的近似数, 即误差限不超过最后一位的半个单位, 试指
出他们是几位有效数字.

答:
x∗
1 = 1.1021, 有 5 位有效数字.

x∗
2 = 0.031, 有 2 位有效数字.

x∗
3 = 385.6, 有 4 位有效数字.

x∗
4 = 56.430, 有 5 位有效数字.

x∗
5 = 7× 1.0, 有 2 位有效数字.

10. 判断下列命题的正确性:

(1) 解对数据的微小变化高度敏感是病态的.
(2) 高精度运算可以改善问题的病态性.
(3) 无论问题是否病态，只要算法稳定都能得到好的近似值.
(4) 用一个稳定的算法计算良态问题一定会得到好的近似值.
(5) 用一个收敛的迭代法计算良态问题一定会得到好的近似值.
(6) 两个相近数相减必然会使有效数字损失.
(7) 计算机上将 1000 个数量级不同的数相加, 不管次序如何结果都是一样的.

答：

(1) 对.
(2) 错, 病态性是问题本身的性质, 不能由高精度算法改善.
(3) 错, 病态问题不能得到很好的近似值.
(4) 错, 如果初始值的误差较大, 最终不能得到好的近似值.
(5) 错, 如果选取的初值误差较大, 则不能得到很好的近似值.
(6) 错, 大多数情况下会导致有效数字减少, 但可以将减法转换成其他运算, 避免

有效数字的减少.
(7) 错, 次序不一样结果一般不一样, 特别是数量级相差较大时, 一般将相同数量

级的数调整到一起会更准确.
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