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大纲

‣ 总体与样本

‣ 概率论基础

‣ 随机变量及其分布

‣ 点估计

‣ 置信区间

‣ 假设检验



总体与样本

‣ 总体：所有研究对象的全体

‣ 样本：所能观测到的总体的一部分

‣ 总体与样本的关系



总体与样本

‣ 如果我们考虑抛掷一枚硬币1 万次，那么我们得到6 千次正面的概率是多少？

‣ 如果我们观测到在1 万次抛掷中共有6 千次是正面，那么这门硬币是一枚标准的硬币吗？



概率论基础

‣ 试验：任何能够产生观测的行为

‣ 样本空间：由试验所有可能结果构成的结合ℇ

‣ 事件：样本空间ℇ的子集

‣ 集合运算：交、并、补

‣ 事件A发生的概率

𝑃𝑃 𝐴𝐴 =
#𝐴𝐴中结果个数

#ℇ中结果个数

‣ 乘法原理

‣ 排列

‣ 组合



概率运算

‣ 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐 = 𝑃𝑃(𝐴𝐴)

‣ 如果A与B互斥

‣ 𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 + 𝑃𝑃 𝐵𝐵 − 𝑃𝑃(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵)

‣ 三组事件时

𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑝𝑝 ∅ = 0

𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 ∪ 𝐶𝐶
= 𝑃𝑃 𝐴𝐴 + 𝑃𝑃 𝐵𝐵 + 𝑃𝑃 𝐶𝐶 − 𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 − 𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐶𝐶 − 𝑃𝑃 𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶 + 𝑃𝑃(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶)



概率运算-生日悖论

‣ 例：一个有n 位同学的班级里，至少有两位同学有着相同生日的概率是多少？

𝑃𝑃 𝐴𝐴 = 1 − 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐 = 1 −
365 × 364 × ⋯× (365 − 𝑛𝑛 + 1)

365𝑛𝑛

解：令A表示至少有两位同学有相同身体，则



条件概率

‣ 条件概率：给定B发生的情况下，A发生的概率为

‣ 如果𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝑃𝑃 𝐵𝐵 , 则A与B是独立的

‣ 贝叶斯公式

𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴 = 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝑃𝑃(𝐴𝐴|𝐵𝐵)

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝐵𝐵 =
𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵
𝑃𝑃 𝐵𝐵

=
𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃(𝐵𝐵|𝐴𝐴_𝑖𝑖)

∑𝑘𝑘𝐾𝐾 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑘𝑘 𝑃𝑃(𝐵𝐵|𝐴𝐴𝑘𝑘)



条件概率-吸毒者测试

‣ 例：假设一个毒品的检测结果的敏感度与可靠度均为99%，也就是说，当被检者吸
毒时，每次检测呈阳性(positive, +) 的概率为99%。而被检者不吸毒时，每次检测
呈阴性(negative, -) 的概率为99%。假设某地区吸毒人群比重为0.5% .如果该地区
一个随机个体被测试出阳性，其真的是吸毒者的概率是多少？

解：令User表示个体为吸毒者，+表示测试为阳性的时间，则



随机变量

‣ 随机变量：表示随机现象结果的变量

‣ 描述统计量（图形）

• 直方图：频数，相对频数，密度

• 饼图：比率

• 箱线图：中位数，四分之一分位数，四分之三分位数，异常点

‣ 描述统计量（数值）

• 位置：均值、中位数、切尾中位数

• 变异性：方差，标准差



离散型随机变量

‣ 离散型随机变量：一个随机变量𝑋𝑋取有限个或可列个值

• 概率密度函数（pdf）：
𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 = 𝑃𝑃(𝑒𝑒 ∈ ℇ:𝑋𝑋 𝑒𝑒 = 𝑥𝑥)

• 累积密度函数（cdf）：
𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥 = 𝑃𝑃(𝑒𝑒 ∈ ℇ:𝑋𝑋 𝑒𝑒 ≤ 𝑥𝑥)

• 期望： E 𝑋𝑋 = ∑𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥)

• 方差： v𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 − 𝐸𝐸𝐸𝐸 2 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 − 𝐸𝐸𝐸𝐸 2



离散型随机变量

‣ 常见离散型随机变量



连续型随机变量

‣ 连续型随机变量：一个随机变量𝑋𝑋取值充满数轴上的一个区间

• 概率密度函数（pdf）：

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = lim
ℎ→0

1
ℎ
𝑃𝑃(𝑥𝑥 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥 + ℎ)

• 累积密度函数（cdf）：

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥 = �
−∞

𝑥𝑥
𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑

• 期望： E 𝑋𝑋 = ∫−∞
+∞𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

• 方差： v𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 − 𝐸𝐸𝐸𝐸 2 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 − 𝐸𝐸𝐸𝐸 2



连续型随机变量

‣ 连续型随机变量：一个随机变量𝑋𝑋取值充满数轴上的一个区间



联合分布函数
‣ 随机变量 𝑋𝑋,𝑌𝑌 的联合分布密度函数为𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

‣ 分布函数：

𝑃𝑃 𝑋𝑋,𝑌𝑌 ∈ 𝐴𝐴 = ��
𝐴𝐴
𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

‣ 若 𝑋𝑋,𝑌𝑌 相互独立，则
𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦)

‣ 条件概率密度

𝑓𝑓𝑌𝑌|𝑋𝑋 𝑦𝑦 𝑥𝑥 =
𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦
𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥

‣ 期望

𝐸𝐸(ℎ(𝑋𝑋,𝑌𝑌)) = ��ℎ 𝑥𝑥,𝑦𝑦 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

‣ 协方差： Cov 𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

‣ 相关系数： Co𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑋𝑋,𝑌𝑌
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑋𝑋 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑌𝑌



大数定律
‣ 一般形式：随机变量算术平均和依概率收敛于其期望

1
𝑛𝑛
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑋𝑋𝑖𝑖 →

𝑝𝑝 1
𝑛𝑛
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝐸𝐸𝑋𝑋𝑖𝑖

• 切比雪夫大数定律: 两两不相关+有限方差

• 马尔科夫大数定律：
1
𝑛𝑛2

var ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑋𝑋𝑖𝑖 → 0 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑛𝑛 → ∞

• 辛钦大数定律：独立同分布，具有有限数学期望



中心极限定理
‣ 一般形式：随机变量算术平均和标准化后依分布收敛于正态分布

∑𝑖𝑖=1
𝑛𝑛 𝑋𝑋𝑖𝑖−∑𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑋𝑋𝑖𝑖
∑𝑖𝑖 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑋𝑋𝑖𝑖

→
𝑑𝑑
𝑁𝑁(0,1)

• 林德伯格-莱维中心极限定理：𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛独立同分布，𝐸𝐸𝑋𝑋𝑖𝑖 = 𝜇𝜇,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑋𝑋𝑖𝑖 = 𝜎𝜎2

∑𝑖𝑖=1
𝑛𝑛 𝑋𝑋𝑖𝑖−∑𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑋𝑋𝑖𝑖
∑𝑖𝑖 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑋𝑋𝑖𝑖

= 𝑛𝑛( �𝑋𝑋−𝜇𝜇)
𝜎𝜎

→
𝑑𝑑
𝑁𝑁(0,1)

‣ 利用中心极限定理计算概率、分位数、样本量



点估计
‣ 简单随机抽样： 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛为独立同分布（i.i.d.）的（简单）随机样本

‣ 统计量：样本的函数𝑇𝑇(𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛)，例如，样本均值、样本方差

‣ 参数𝜃𝜃点估计：基于给定样本所得到的的一个恰当的统计量

• 若𝜃𝜃为总体均值，则样本均值、样本中位数均可视为𝜃𝜃的估计

• 针对同一参数，往往有多种估计方法：如矩估计、极大似然估计

• 无偏估计：𝐸𝐸 �𝜃𝜃 = 𝜃𝜃

• 最小方差无偏估计（MVUE）：在所有无偏估计中方差最小的估计量



置信区间
‣ 置信区间：基于样本统计量所构建的一个有关参数的区间估计

‣ 正态分布均值区间估计：若𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛是来自𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2)的随机样本，关于𝜇𝜇的区间估计为

• 𝜎𝜎2已知，

�𝑋𝑋 − 𝑍𝑍1−𝛼𝛼2
𝜎𝜎2

n
, �𝑋𝑋 + −𝑍𝑍1−𝛼𝛼2

𝜎𝜎2

n

• 𝜎𝜎2未知

�𝑋𝑋 − 𝑡𝑡1−𝛼𝛼2
𝜎𝜎2

n
, �𝑋𝑋 + −𝑡𝑡1−𝛼𝛼2

𝜎𝜎2

n



置信区间解释

‣ 置信区间可以被视为是一个随机的区间，即其端
点是随机的

‣ 若从总体中随机抽取100组随机样本，并对每一
组样本构造置信区间

‣ 在这构造的100个置信区间中，会有大约100(1 −
𝛼𝛼)个置信区间会包含𝜇𝜇



假设检验

‣ 在自然科学和社会科学等中，常常要对某些重要问题做出回答：是或否

‣ 如月球比地球早形成吗？一种新药对某种病有效吗？某种股票会涨吗？等等

‣ 为了回答这些问题，我们需要对感兴趣的问题进行试验或观察获得相关数据，根
据这些数据决定是或否的过程称为假设检验

‣ 在总体𝑿𝑿的分布完全未知，或只知其分布但不知其参数的情况下，我们对𝑿𝑿的分
布或分布中的参数作出某种假设，然后根据样本，用统计分析方法检验这一假设
是否合理，从而作出接受或拒绝这一假设的决定．

假设检验 { 参数假设检验

非参数假设检验

总体分布已知，

检验关于未知参数

的某个假设
总体分布未知时的

假设检验问题



假设检验步骤

‣ 建立假设𝑯𝑯0 𝒗𝒗𝒗𝒗 𝑯𝑯𝟏𝟏；

‣ 选取检验统计量 𝑻𝑻( 𝑿𝑿𝟏𝟏, … ,𝑿𝑿𝒏𝒏), 使得当𝑯𝑯𝟎𝟎成立时， 𝑻𝑻的分布完全已知，并确定
拒绝域𝑾𝑾的形状；

‣ 在给定的显著性水平α下，确定拒绝域𝑾𝑾；

‣ 根据样本观测值计算检验统计量𝑻𝑻( 𝑿𝑿𝟏𝟏, … ,𝑿𝑿𝒏𝒏), 判断其是否属于拒绝域𝑾𝑾，做出
最终判断。

观测数据情况
总体情况

𝑯𝑯𝟎𝟎为真 𝑯𝑯𝟏𝟏为真

( 𝒙𝒙𝟏𝟏, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏) ∈ 𝐖𝐖 犯第一类错误 正确

( 𝒙𝒙𝟏𝟏, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏) ∈ 𝑾𝑾 正确 犯第二类错误

表 检验的两类错误

• 控制第一类错误概率（显著性水平），使犯第二类错误概率尽可能小（或功效尽可能大）



检验P值

‣ 在一个假设检验问题中，利用观测值能够做出拒绝原假设的最小显著性水平称为检
验的𝒑𝒑值

‣ 𝒑𝒑值是在原假设为真的情况下，所得到的的样本观察结果或更极端结果出现的概率

‣ 引进检验的𝒑𝒑值的概念有明显的好处

• 第一，它比较客观，避免了事先确定显著性水平；

• 其次，由检验的p 值与人们心目中的显著性水平α进行比较可以很容易作出检验的结论：

如果α ≥ p，则在显著性水平α下拒绝 H0；

如果α < p，则在显著性水平α下接受 H0.

• p 值在应用中很方便，如今的统计软件中对检验问题一般都会给出检验的p 值。



单个正态总体均值检验

表4.3  单个正态总体均值的假设检验
检
验
法

条
件

原假设𝐻𝐻0 备择假设
𝐻𝐻1

检验统计量 拒绝域 𝑝𝑝值

𝑈𝑈
检
验

σ
已
知

𝜇𝜇 ≤ 𝜇𝜇0
𝜇𝜇 ≥ 𝜇𝜇0
𝜇𝜇 = 𝜇𝜇0

𝜇𝜇 > 𝜇𝜇0
𝜇𝜇 < 𝜇𝜇0
𝜇𝜇 ≠ 𝜇𝜇0

𝑈𝑈 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇0

𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

𝑈𝑈 ≥ 𝑢𝑢1−𝛼𝛼
𝑈𝑈 ≤ 𝑢𝑢𝛼𝛼

𝑈𝑈 ≥ 𝑢𝑢1−𝛼𝛼/2

1 − 𝛷𝛷 𝑢𝑢0
𝛷𝛷 𝑢𝑢0

2(1 −𝛷𝛷 𝑢𝑢0 )

𝑇𝑇
检
验

σ
未
知

𝜇𝜇 ≤ 𝜇𝜇0
𝜇𝜇 ≥ 𝜇𝜇0
𝜇𝜇 = 𝜇𝜇0

𝜇𝜇 > 𝜇𝜇0
𝜇𝜇 < 𝜇𝜇0
𝜇𝜇 ≠ 𝜇𝜇0

𝑇𝑇 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇0

𝑆𝑆/ 𝑛𝑛

𝑇𝑇 ≥ 𝑡𝑡1−𝛼𝛼 𝑛𝑛 − 1
𝑇𝑇 ≤ 𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑛𝑛 − 1)

𝑇𝑇 ≥ 𝑡𝑡1−𝛼𝛼/2(𝑛𝑛 − 1)

𝑃𝑃 𝑇𝑇 ≥ 𝑡𝑡0
𝑝𝑝(𝑇𝑇 ≤ 𝑡𝑡0)

𝑃𝑃( 𝑇𝑇 ≥ 𝑡𝑡0 )

表 单个正态总体均值的假设检验



单个正态总体均值检验
表 两个正态总体均值差的检验

注：𝑺𝑺𝒘𝒘𝟐𝟐 = ( 𝒎𝒎− 𝟏𝟏 𝑺𝑺𝑿𝑿𝟐𝟐+ ⁄𝒏𝒏 − 𝟏𝟏 𝑺𝑺𝒀𝒀𝟐𝟐) (𝒎𝒎 + 𝒏𝒏 − 𝟐𝟐)

检
验
法

条件
原假设
𝐻𝐻0

备择假设
𝐻𝐻1

检验统计量 拒绝域 𝑝𝑝值

U
检
验

𝜎𝜎1,𝜎𝜎2
已知

𝜇𝜇1 ≤ 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 ≥ 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 = 𝜇𝜇2

𝜇𝜇1 > 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 < 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 ≠ 𝜇𝜇2

𝑈𝑈1 =
�𝑋𝑋 − �𝑌𝑌

𝜎𝜎12
𝑚𝑚 + 𝜎𝜎22

𝑛𝑛

𝑈𝑈1 ≥ 𝑢𝑢1−𝛼𝛼
𝑈𝑈1 ≤ 𝑢𝑢𝛼𝛼

|𝑈𝑈1| ≥ 𝑢𝑢1− ⁄𝛼𝛼 2

1 − 𝛷𝛷 𝑢𝑢1
𝛷𝛷 𝑢𝑢1

2(1 − 𝛷𝛷 𝑢𝑢1 )

𝑇𝑇
检
验

𝜎𝜎1,𝜎𝜎2
未知𝜎𝜎1 =

𝜎𝜎2

𝜇𝜇1 ≤ 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 ≥ 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 = 𝜇𝜇2

𝜇𝜇1 > 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 < 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 ≠ 𝜇𝜇2

𝑇𝑇1 =
�𝑋𝑋 − �𝑌𝑌

𝑆𝑆𝑤𝑤
1
𝑚𝑚 + 1

𝑛𝑛

𝑇𝑇 ≥ 𝑡𝑡1−𝛼𝛼(𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 2)
𝑇𝑇 ≤ 𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 2)

|𝑇𝑇| ≥ 𝑡𝑡1− ⁄𝛼𝛼 2(𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 2)

𝑃𝑃 𝑇𝑇1 ≥ 𝑡𝑡1
𝑝𝑝(𝑇𝑇1 ≤ 𝑡𝑡1)

𝑃𝑃( 𝑇𝑇1 ≥ 𝑡𝑡1 )
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