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线性回归

‣ 线性回归是最简单的有监督学习方法，其假设响应变量对特征的依赖关系是线性的。

‣ 相较现代机器学习方法，虽然看起来过于简化，但却非常有效并被广泛使用。

‣ 我们将会看到，许多方法可以看做线性回归的推广，线性回归中的很多概念仍适用
于其他方法。

‣ 真实的回归函数往往不是线性的。



例：各平台广告投放与销量的关系



思考

‣ 广告预算与销量是否有关？

‣ 如果有关，这种关系有多强？

‣ 更具体的说，哪一种媒体的广告预算与销量有关？关系有多强？

‣ 这种关系是不是线性的？

‣ 我们可以多准确的预测未来的销量？

‣ 这些问题通过线性回归都可以得到解答



一元线性回归



基于披萨店的数据

‣ Armand比萨饼连锁店，大学校园附近

‣ 管理人员确信，季度销售收入与校园学生人数有密切联系

‣ 管理人员希望定量地理解校园学生人数与连锁店季度销售额之间的关系

‣ 考虑在两所大学附近新开设连锁店，两个校园的学生人数分别为10000与18000，希

望预测新连锁店的季度销售额

‣ 简单线性回归：只有一个自变量

𝑋(学生人数) 自变量
independent 

variable

协变量
covariate

解释变量
explanatory 

variable

regressor

𝑌(销售额) dependent 
variable

响应变量
response 

variable, 
outcome

被解释变量
explained 
variable

regressand



基于披萨店的数据

• 描述统计2：散点图

• 描述统计1：𝑟 = 0.95

• 基于描述统计：学生数量𝑥和季度销售额𝑦之间
• 正相关；
• 基本是线性关系；

• 用线性模型刻画这种关系



模型

‣ 假设模型：
𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 𝜖

其中𝛽0与𝛽1是两个未知参数，分别代表截距项和斜率； 𝜖 为误差项。

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖

𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖
𝜀𝑖



模型

‣ 假设模型：
𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 𝜖

其中𝛽0与𝛽1是两个未知参数，分别代表截距项和斜率； 𝜖 为误差项。

𝛽0：截距
(intercept)

𝛽1 = tan 𝜃：斜率
(slope)

𝜃

‣ 𝛽0与𝛽1：模型的系数coefficients

‣ 一般更关心𝛽1，因为𝛽1蕴含了𝑥与𝑦之间的关系



一元线性回归

‣ 假设模型：
𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 𝜖

其中𝛽0与𝛽1是两个未知参数，分别代表截距项和斜率； 𝜖 为误差项。

‣ 给定参数的估计  𝛽0与  𝛽1，我们可以基于𝑥预测𝑦：

 𝑦 =  𝛽0 +  𝛽1𝑥

‣ 一个自然的想法：使训练数据集的  𝑦与𝑦之间尽可能的接近。



一元线性回归

‣ 假设模型：
𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖 + 𝜖𝑖
𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝛽1𝑋𝑖

其中𝛽0与𝛽1是两个未知参数，分别代表截距项和斜率； 𝜖 为误差项。

‣ 模型假设

• 𝜖𝑖之间相互独立

• 𝜖𝑖与𝑋𝑖不相关

• 均值为0

• 方差相等

• 𝜖𝑖 ∼ 𝑖. 𝑖. 𝑑. N(0, 𝜎2)



一元线性回归

‣ 误差方差𝜎2大小的影响



参数估计

‣ 训练数据： 𝑥 1 , 𝑦 1 , … , 𝑥 𝑛 , 𝑦 𝑛

‣ 𝑛：训练数据集中的样本个数

‣ 𝑥 𝑖 , 𝑦 𝑖 ：第𝑖个训练样本

‣ 待估参数:

• 𝛽0

• 𝛽1

• 𝜎2



参数估计

‣ 找一条线：  𝑦(𝑖) =  𝛽0 +  𝛽1𝑥
(𝑖)，使得总的误差最

小

‣ 因为误差有正有负，会互相抵消，所以要使误差
平方和最小

‣ 找  𝛽0,  𝛽1，使得 𝑖=1
𝑛 𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

(𝑖) 2
最小



参数估计——最小二乘估计

‣ 令  𝑦(𝑖) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥
(𝑖)表示基于𝑥(𝑖)对𝑦的预测，则𝑒(𝑖) = 𝑦(𝑖) −  𝑦(𝑖)表示第𝑖个观测的预

测残差 (residual)

‣ 定义残差平方和 (residual sum of squares, RSS):

𝑅𝑆𝑆 =  

𝑖=1

𝑛

𝑒𝑖
2 =  

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) −  𝑦(𝑖) 2
=  

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥
(𝑖) 2

‣ 最小二乘估计，即寻找最小化RSS的𝛽0与𝛽1：

 𝛽1 =
 𝑖=1
𝑛 (𝑥(𝑖) −  𝑥)(𝑦(𝑖) −  𝑦)

 𝑖=1
𝑛 𝑥(𝑖) −  𝑥 2

 𝛽0 =  𝑦 −  𝛽1  𝑥

• 附带估计

 𝑦𝑖 =  𝛽0 +  𝛽1𝑥𝑖 （𝑦𝑖的拟合值）

 𝜀𝑖 = 𝑦𝑖 −  𝑦𝑖 （残差）

 𝜎2 = 𝑠2 =
 𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖−  𝑦𝑖

2

𝑛−2
（𝜎2的估计）



系数解释

‣ 右图：最小二乘估计学生人数与季度收
入的线性回归模型

‣ 定量理解自变量与相应变量关系

当附近没有校园，即校园人数为0 (x = 0)时，

假设此时模型仍然成立（由于x=0不在原数据的范
围内，不能轻易推广模型结论），

连锁店的季度销售额期望的估计值为6万美元

校园学生人数每增加一个单位 (1000人)，连锁
店期望增加的季度销售额估计值为5000美元；

校园学生人数每减少一个单位 (1000人)，连锁
店期望减少的季度销售额估计值为5000美元；



‣ 假设𝑦(𝑖) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥
(𝑖) + 𝜖(𝑖)，𝜖(𝑖)独立同分布，分布为正态分布𝑁(0, 𝜎2)

‣ 给定(𝛽0, 𝛽1, 𝑥
(𝑖))，𝑦(𝑖)的分布为正态分布𝑁(𝛽0 + 𝛽1𝑥

(𝑖), 𝜎2)

𝑓 𝑦(𝑖) 𝑥(𝑖); 𝛽0,𝛽1 =
1

2𝜋𝜎
exp −

𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥
(𝑖) 2

2𝜎2

‣ 似然函数：

𝐿 𝛽0, 𝛽1 =  

𝑖=1

𝑛

𝑓 𝑦(𝑖) 𝑥(𝑖); 𝛽0,𝛽1 =  

𝑖=1

𝑛
1

2𝜋𝜎
exp −

𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥
(𝑖) 2

2𝜎2

‣ 极大似然估计的思想告诉我们：应该选择使𝐿 𝛽0, 𝛽1 最大的参数(𝛽0, 𝛽1)。

参数估计——极大似然估计



参数估计——极大似然估计

‣

对数似然：𝑙 𝛽0, 𝛽1 = log 𝐿 𝛽0, 𝛽1

= log 𝑖=1
𝑛 1

2𝜋𝜎
exp −

𝑦(𝑖)−𝛽0−𝛽1𝑥
(𝑖) 2

2𝜎2

=  𝑖=1
𝑛 log

1

2𝜋𝜎
exp −

𝑦(𝑖)−𝛽0−𝛽1𝑥
(𝑖) 2

2𝜎2

= 𝑛 log
1

2𝜋𝜎
−

1

2𝜎2 ∙  𝑖=1
𝑛 𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

(𝑖) 2

‣ 最大化 𝑙 𝛽0, 𝛽1 等价于最小化  𝑖=1
𝑛 𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

(𝑖) 2
，即RSS

‣ 在这样的概率假设下， 𝛽0, 𝛽1 的最小二乘估计等价于极大似然估计



参数估计——极大似然估计

‣

对数似然：𝑙 𝛽0, 𝛽1 = log 𝐿 𝛽0, 𝛽1

= log 𝑖=1
𝑛 1

2𝜋𝜎
exp −

𝑦(𝑖)−𝛽0−𝛽1𝑥
(𝑖) 2

2𝜎2

=  𝑖=1
𝑛 log

1

2𝜋𝜎
exp −

𝑦(𝑖)−𝛽0−𝛽1𝑥
(𝑖) 2

2𝜎2

= 𝑛 log
1

2𝜋𝜎
−

1

2𝜎2 ∙  𝑖=1
𝑛 𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

(𝑖) 2

‣ 最大化 𝑙 𝛽0, 𝛽1 等价于最小化  𝑖=1
𝑛 𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

(𝑖) 2
，即RSS

‣ 在这样的概率假设下， 𝛽0, 𝛽1 的最小二乘估计等价于极大似然估计



模型评估

‣ 得到系数估计后，需思考以下问题

‣ 针对于我们的数据，简单线性回归到底好不好？有多好？

‣ 我们用最小二乘法估计出来的参数准不准确？显不显著？



模型评估

‣ 增加自变量𝑋的好处在哪里？

‣ 比较有无𝑋时，拟合𝑌的误差大小？
没有𝒙𝒊时

拟合值： 𝒚

有𝒙𝒊时

拟合值： 𝒚𝒊 =  𝜷𝟎 +  𝜷𝟏𝒙𝒊



模型评估

‣ 增加自变量𝑋的好处在哪里？

‣ 没有𝒙𝒊时

‣ 拟合值： 𝒚

‣ 没有𝑥𝑖时拟合值的误差总和：𝑺𝑺𝑻 =  𝒊=𝟏
𝒏 𝒚𝒊 −  𝒚 𝟐

‣ 总平方误差（Total Sum of Squares，SST）

‣ 有𝑥𝑖时减少的误差总和：𝑺𝑺𝑹 = 𝑺𝑺𝑻 − 𝑺𝑺𝑬 =  𝒊=𝟏
𝒏  𝒚𝒊 −  𝒚 𝟐

‣ 回归平方和（Sum of Squares due to Regression，SSR）

‣ 减少的误差总和，占，原有的误差总和，的比例：𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇

‣ 有𝒙𝒊时

‣ 拟合值： 𝒚𝒊 =  𝜷𝟎 +  𝜷𝟏𝒙𝒊

‣ 有𝑥𝑖时拟合值的误差总和：𝑺𝑺𝑬 =  𝒊=𝟏
𝒏 𝒚𝒊 −  𝒚𝒊

𝟐

‣ 残差平方和（Sum of Squares due to Error，SSE）

‣ 比较有无𝑋时，拟合𝑌的误差大小？



模型评估-判定系数𝑹𝟐

‣ 𝑺𝑺𝑻 =  𝒊=𝟏
𝒏 𝒚𝒊 −  𝒚 𝟐：没有𝑥时的𝑌的不确定性

‣ 𝑺𝑺𝑬 =  𝒊=𝟏
𝒏 𝒚𝒊 −  𝒚𝒊

𝟐：使用自变量𝑥后的𝑌的不确定性

‣ 𝑺𝑺𝑹 = 𝑺𝑺𝑻 − 𝑺𝑺𝑬 =  𝒊=𝟏
𝒏  𝒚𝒊 −  𝒚 𝟐：模型减少的不确定性（模型的解释能力）

减少了多少？
减少了𝑅2 × 100%

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
（判定系数 coefficient of determination）

0 ≤ 𝑅2 ≤ 1
𝑅2越接近于0，模型解释能力越差
𝑅2越接近于1，模型解释能力越强



模型评估-判定系数𝑹𝟐
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模型评估-判定系数𝑹𝟐
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模型预测

•定量理解：  𝛽1

‣ 预测：假定学生数量𝑥和季度销售额𝑦之间关系不变，则在学生人数
10000与18000的校园开店，预计季度销售额是多少？

 𝑦𝑖 = 60 + 5𝑥𝑖



计算机视角——迭代优化

‣ 损失函数： 𝐽 𝛽0, 𝛽1 =
1

2𝑛
 𝑖=1
𝑛 𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

(𝑖) 2
。

目标：minimize 𝐽 𝛽0, 𝛽1 。

‣ 迭代：从某个初始值出发，不断变换 𝛽0, 𝛽1 使
𝐽 𝛽0, 𝛽1 变小，直到幸运地收敛到一组 𝛽0, 𝛽1 使
𝐽 𝛽0, 𝛽1 达到最小。

‣ 梯度下降算法 (gradient descent algorithm)

‣ 当我站在山顶，环顾四周，思考一个问题：如果我将
朝着一个方向迈出一小步，同时我想最快速度的抵达
山谷，我该迈向哪个方向？

‣ 答案显而易见：朝着最陡峭的方向往下走



梯度下降算法

‣ 重复直到收敛：

𝛽0 ≔ 𝛽0 − 𝛼
𝜕

𝜕𝛽0
𝐽 𝛽0, 𝛽1

𝛽1 ≔ 𝛽1 − 𝛼
𝜕

𝜕𝛽1
𝐽 𝛽0, 𝛽1

‣ 𝛼：学习率 (learning rate)，通常为很小的正数，控制每一步的步幅大小

‣
𝜕

𝜕𝛽𝑗
𝐽 𝛽0, 𝛽1 ：偏导数，控制了每一步的方向和步幅大小

‣ 同时更新所有参数



梯度下降——INTUITION

‣ 考虑一个更简单的例子（如右图）：

‣ 当𝑤在最优点右侧时，
𝜕

𝜕𝑤
𝐽 𝑤 > 0，𝑤 = 𝑤 − 𝛼 ⋅ (positive number)， 𝑤减小

‣ 当𝑤在最优点左侧时，
𝜕

𝜕𝑤
𝐽 𝑤 < 0，𝑤 = 𝑤 − 𝛼 ⋅ (negative number)， 𝑤增大

‣ 最终都会使𝑤收敛到最优点



学习率𝛼

‣ 梯度下降算法每次在𝐽最快下降的方向上迈一步，
学习率𝛼决定了步幅

‣ 𝛼需要事先人为指定，属于超参数

‣ 𝛼如果太小，梯度下降会很慢

‣ 𝛼如果太大，梯度下降可能会错过最小值点，甚至不
收敛

‣ 一个选取恰当的固定的𝛼可以保证达到局部最优点



梯度下降——线性回归

‣ 首先我们考虑只有一个训练样本(𝑥, 𝑦)

‣

𝜕

𝜕𝛽0
𝐽 𝛽0, 𝛽1 =

𝜕

𝜕𝛽0

1

2
𝑦 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

2

= 2 ∙
1

2
𝑦 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥 ∙ −1

= − 𝑦 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

‣

𝜕

𝜕𝛽1
𝐽 𝛽0, 𝛽1 =

𝜕

𝜕𝛽1

1

2
𝑦 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

2

= 2 ∙
1

2
𝑦 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥 ∙ −𝑥

= − 𝑦 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥 𝑥

‣ 𝛽0 ≔ 𝛽0 + 𝛼 𝑦 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

‣ 𝛽1 ≔ 𝛽1 + 𝛼 𝑦 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥 𝑥

‣ 更新的幅度与 𝑦 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥 成正比。

‣ 因此，如果这个样本的预测值和实际的𝑦
很接近，那么几乎没有必要调整参数。

‣ 反之，如果预测值有很大误差，那么我
们就需要大幅调整参数。



梯度下降——多个训练样本

‣ 当有大量训练样本时，我们有了不同的考虑（收敛速度、计算速度），衍生出了不
同的梯度下降算法：

‣ 批量梯度下降 (batch gradient descent, BGD)

‣ 随机梯度下降 (stochastic gradient descent, SGD)

‣ 小批量梯度下降 (mini-batch gradient descent, MBGD)

‣ ……



批量梯度下降

‣ Repeat until convergence {

𝛽0 ≔ 𝛽0 + 𝛼 ⋅
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥
(𝑖)

𝛽1 ≔ 𝛽1 + 𝛼 ⋅
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥
(𝑖) 𝑥(𝑖)

}

‣ 在每次迭代时，使用整个训练数据集的信息



随机梯度下降

‣ Repeat until convergence {

for 𝑖 from 1 to 𝑛 {
𝛽0 ≔ 𝛽0 + 𝛼 𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥

(𝑖)

𝛽1 ≔ 𝛽1 + 𝛼 𝑦(𝑖) − 𝛽0 − 𝛽1𝑥
(𝑖) 𝑥(𝑖)

}

}

‣ 在每次迭代时只用1个训练数据

‣ 随机：虽然不是每次迭代得到的损失函数都向着全
局最优方向， 但是大的整体的方向是向全局最优解
的，最终的结果往往是在全局最优解附近。



BGD VS. SGD

‣ BGD

‣ 每次迭代所有样本都对参数的调整有贡献，其计算得到的是一个标准梯度，对于
凸优化问题一定可以得到全局最优

‣ 样本量很大时，一次迭代耗时巨大

‣ SGD

‣ 计算快，快速收敛；但不能使用向量化计算，浪费计算机性能

‣ 单个样本的梯度并不是准确的梯度，因此不是每次迭代得到的损失函数都向着全
局最优方向， 但是大的的方向是向着全局最优的，最终的结果往往是在全局最
优附近，可以接受

‣ 有没有折中方案，综合两个方法的优点？



小批量梯度下降(MINI-BATCH)

‣ 每次更新时利用𝑏个样本数据运行BGD，𝑏远小于𝑛

‣ 思想：用mini batch的梯度来近似batch的梯度，获取比SGD更好的收敛性以及比
BGD更快的速度

‣ 在深度学习中广泛应用



局部最优&全局最优

‣ 当损失函数存在多个局部最优点时，GD容
易收敛到局部最优，而不是全局最优

‣ 主要取决于初始点的选取

‣ 线性回归没有这个问题，因为其损失函数
是一个凸函数，只有一个全局最小值点

‣ 只要选取合适的学习率，就一定可以收敛
到全局最优



多元线性回归



多元线性回归

‣ 同时考虑多个特征与响应变量𝑌的关系，最直接的做法是对每个特征单独进行一元
线性回归

‣ 同时给定多个特征的值，无法对响应变量进行预测

‣ 没有考虑特征之间的协同关系

‣ 𝑌 = 𝑓 𝑋1, … , 𝑋𝑑 + 𝜖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 +⋯+ 𝛽𝑑𝑋𝑑 + 𝜖

‣ 𝛽𝑗表示保持其他特征不变的情况下，一个单位𝑋𝑗的提升对𝑌的平均效应

‣ 引入𝑋0 = 1, 𝜷 = 𝛽0, 𝛽1… , 𝛽𝑑
𝑇 , 𝑿 = 𝑋0, 𝑋1… ,𝑋𝑑

𝑇

‣ 可以得到向量化表示：𝑌 = 𝜷𝑻𝑿 + 𝜖 =  𝑗=0
𝑑 𝛽𝑗𝑋𝑗 + 𝜖



记号

‣ 训练数据： 𝒙 𝟏 , 𝑦 1 , … , 𝒙 𝒏 , 𝑦 𝑛 ，其中𝒙 𝒊 = 𝑥0
(𝑖)
, 𝑥1

(𝑖)
, … , 𝑥𝑑

(𝑖) 𝑇

‣ 𝑛：训练数据集样本个数

‣ 𝑑：特征维数

‣ 𝒙 𝒊 , 𝑦 𝑖 ：第𝑖个训练样本



最小二乘估计

‣ 给定  𝛽0,  𝛽1, … ,  𝛽𝑑，我们可以根据特征对𝑦进行预测：

 𝑦 =  

𝑗=0

𝑑

 𝛽𝑗𝑥𝑗

‣ 与一元线性回归相同，我们最小化残差平方和

𝑅𝑆𝑆 =  

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) −  𝑦(𝑖) 2
= 

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) −  𝛽0 −  𝛽1𝑥1
𝑖
−⋯−  𝛽𝑑𝑥𝑑

(𝑖) 2

就可以得到多元最小二乘估计：

Normal Equation:  𝜷 = 𝑿𝑻𝑿
−𝟏

𝑿𝑻𝒀，𝑿 = 𝒙 𝟏 , … , 𝒙 𝒏 𝑇
, 𝒀 = 𝑦1, … , 𝑦𝑛

𝑇



NORMAL EQUATION

‣ 只针对线性回归

‣ 无需迭代即可估计𝜷

‣ 缺点：

‣ 无法推广到其他的机器学习算法

‣ 当特征维度很高时计算太慢

‣ 成熟的机器学习软件包中通常默认使用Normal Equation来实现线性回归

‣ 除此之外，我们仍可以使用梯度下降算法



多元回归例子

 例：Country Kitchen公司零食年销售额

地区
年销售额

(百万美元)
广告投放额
(百万美元)

促销投放额
(百万美元)

往年竞争者年销售
额 (百万美元)

Selkirk 101.8 1.3 0.2 20.4

Susquehanna 44.4 0.7 0.2 30.5

Kittery 108.3 1.4 0.3 24.6

Acton 85.1 0.5 0.4 19.6

Finger Lakes 77.1 0.5 0.6 25.5

Berkshire 158.7 1.9 0.4 21.7

Central 180.4 1.2 1.0 6.8

Providence 64.2 0.4 0.4 12.6

Nashua 74.6 0.6 0.5 31.3

Dunster 143.4 1.3 0.6 18.6

Endicott 120.6 1.6 0.8 19.9

Five-Towns 69.7 1.0 0.3 25.6

Waldeboro 67.8 0.8 0.2 27.4

Jackson 106.7 0.6 0.5 24.3

Stowe 119.6 1.1 0.3 13.7

𝑖 = 1,… , 𝑛
𝑛 = 15

自变量的个数𝑝 = 3



多元回归例子

 例：Country Kitchen公司零食年销售额

 模型：𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝑋𝑖1𝛽1 + 𝑋𝑖2𝛽2 + 𝑋𝑖3𝛽3 + 𝜖𝑖, 𝜖𝑖零均值、同方差、不相关

𝛽0的估计值：  𝛽0 = 65.70

𝛽1的估计值：  𝛽1 = 48.98

𝛽2的估计值：  𝛽2 = 59.65

𝛽3的估计值：  𝛽3 = −1.84

当所有的自变量为0时，公司年销售额期望的估计值为65.70 
百万美元（若此时模型还成立）

给定所有其他自变量保持不变时，每增加一个单位 (1百万美
元) 的广告投放额，公司期望增加的年销售额估计值为48.98
百万美元

给定所有其他自变量保持不变时，每增加一个单位 (1百万美
元) 的促销投放额，公司期望增加的年销售额估计值为59.65
百万美元

给定所有其他自变量保持不变时，竞争者年销售额每增加一
个单位 (1百万美元)，公司期望减少的年销售额估计值为
1.84百万美元



模型总体评估

‣ 𝑺𝑺𝑻 =  𝒊=𝟏
𝒏 𝒚𝒊 −  𝒚 𝟐：没有𝑥时的𝑌的不确定性

‣ 𝑺𝑺𝑬 =  𝒊=𝟏
𝒏 𝒚𝒊 −  𝒚𝒊

𝟐：使用自变量𝑥后的𝑌的不确定性

‣ 𝑺𝑺𝑹 = 𝑺𝑺𝑻 − 𝑺𝑺𝑬 =  𝒊=𝟏
𝒏  𝒚𝒊 −  𝒚 𝟐：模型减少的不确定性（模型的解释能力）

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
（判定系数 coefficient of determination）

 𝑅2的一个问题：其总是随着自变量个数𝑝的增加而增加

 在一个模型中引入与响应变量独立的自变量时也可以在表面上提高𝑅2

修正判定系数:















1

1
)1(1 22

pn

n
RRa

Adjusted 𝑅2: 

相比于𝑅2 ， Adjusted 𝑅2还考虑了模型中使用的自变量个数𝑝与样本容量𝑛



模型显著性检验

 𝐻0: 𝛽1 = ⋯ = 𝛽𝑝 = 0 v.s. 𝐻1: 𝑛𝑜𝑡 𝐻0

 如果原假设成立，则表明模型中所有的𝑝个自变量与𝑌的取值均无关，也就是说
整个回归模型是无效的

• 零食年销售额例子中，检验统计量 F = 18.29. p-值为 0.0001388 < 0.05.在
0.05水平下拒绝𝐻0.

• 结论：整个回归模型是显著有效的

 𝐻0成立时，𝐹 =
𝑆𝑆𝑅/𝑝

𝑆𝑆𝐸/(𝑛−𝑝−1)
∼ 𝐹(𝑝, 𝑛 − 𝑝 − 1)

模型：𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝 + 𝜀𝑖,𝑖 = 1,⋯ , 𝑛，𝜀𝑖 ∼𝑖.𝑖.𝑑. 𝑁(0, 𝜎2)



参数显著性检验

模型：𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝 + 𝜀𝑖,𝑖 = 1,⋯ , 𝑛，𝜀𝑖 ∼𝑖.𝑖.𝑑. 𝑁(0, 𝜎2)

 模型的显著性检验

 𝐻0: 𝛽1 = ⋯ = 𝛽𝑝 = 0 v.s. 𝐻1: 𝑛𝑜𝑡 𝐻0

 𝐹检验

 各个系数的显著性检验

 𝐻0: 𝛽𝑖 = 0 v.s. 𝐻1: 𝛽𝑖 ≠ 0

 𝑡检验



模型评估/模型诊断

模型：𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝 + 𝜀𝑖,𝑖 = 1,⋯ , 𝑛，𝜀𝑖 ∼𝑖.𝑖.𝑑. 𝑁(0, 𝜎2)

‣ 真实的回归函数并不是线性的（绘制变量间图形）

‣ 该模型可能忽略了一些重要的预测因子（变量选择）

‣ 误差可能有着非恒定方差（残差散点图及检验）

‣ 误差可能并不独立（残差检验）

‣ 误差可能并不服从正态分布（残差检验）

‣ 数据中存在着异常值（异常值检验）

‣ 自变量之间本身存在着较强相关性（共线性检验）

潜在问题



定性自变量

‣ 考虑考虑一个简单的回归模型，它由一个定量(连续) 变量𝑋1 和具有两个水平𝑀1 和
𝑀2 的定性变量𝑋2 所构成

‣ 定义哑变量（Dummy variable）

𝑋2 =  
1,若水平为M1

0,若水平为𝑀2

‣ 回归模型可写为

𝐸 𝑌 𝑋 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2

𝐸 𝑌 𝑋 =  
𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2, 若水平为𝑀1

𝛽0 + 𝛽1𝑋1, 若水平为𝑀2

‣ 系数解释：其余变量不变时，与基准组相比，该水平下因变量期望的差异

基准组



定性自变量

‣ 模型中，可以有多个定性变量

‣ 每个定性变量可以有多个水平

‣ 设置比水平数少一个的虚拟变量。

‣ 例如季节这一定性变量，有春、夏、秋、冬四个水平，应该引入多少个变量？

𝑋1 =  
1,夏天
0, else

𝑋2 =  
1,秋天
0, else

𝑋3 =  
1,冬天
0, else

‣ 交互效应模型：进一步考虑在不同水平下，其他自变量的影响不同，即各水平下其
他变量线性模型的斜率不同（引入了其他变量与定性变量的交叉项）



梯度下降算法
普通表示 向量化表示

参数 𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑑 𝜷 = 𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑑
𝑇

模型 𝑓 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑑 =  

𝑗=0

𝑑

𝛽𝑗𝑥𝑗
𝑓 𝒙 = 𝜷𝑻𝒙

损失函数 𝐽 𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑑 =
1

2𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) − 

𝑗=0

𝑑

𝛽𝑗𝑥𝑗
(𝑖)

2

𝐽 𝜷 =
1

2𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊)
2

梯度下降算法 𝛽𝑗 ≔ 𝛽𝑗 − 𝛼
𝜕

𝜕𝛽𝑗
𝐽 𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑑

𝛽𝑗 ≔ 𝛽𝑗 − 𝛼
𝜕

𝜕𝛽𝑗
𝐽(𝜷), 𝑗 = 0,… , 𝑑



梯度下降算法

‣ 重复直到收敛 {

𝛽𝑗 ≔ 𝛽𝑗 + 𝛼 ⋅
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑦 𝑖 − 𝛽𝑇𝒙 𝒊 𝑥𝑗
𝑖
, 𝑗 = 0,… , 𝑑

}

‣ 同时更新𝛽𝑗 , 𝑗 = 0,… , 𝑑



总结

‣ 本章我们主要学习了：

‣ 一元/多元线性回归

‣ 最小二乘估计

‣ 梯度下降算法


