
正则化
Regularization



Outline

‣ 欠拟合与过拟合

‣ L2正则化——Ridge Regression

‣ L1正则化——LASSO

‣ 基于R的实现



欠拟合与过拟合

‣ 欠拟合(Underfitting)：模型过于简单，算法对训练集的拟合效果都很差，更
别提在测试集泛化能力。

‣ 过拟合(Overfitting)：当我们拥有海量的特征，或训练样本很少时，算法对训
练集的拟合效果非常好，但却无法准确预测新的样本，泛化能力很差。

𝑓 𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 𝑓 𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝛽2𝑥2 𝑓 𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽3𝑥3 + 𝛽4𝑥4



欠拟合与过拟合——分类场景

𝑓 𝑥 = 𝑔 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2

𝑔为logistic函数

𝑓 𝑥
= 𝑔(𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2

+ 𝛽3𝑥1
2 + 𝛽4𝑥2

2 + 𝛽5𝑥1𝑥2)

𝑓 𝑥
= 𝑔(𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2

+ 𝛽3𝑥1
2𝑥2 + 𝛽4𝑥1

2𝑥2
2 + 𝛽5𝑥1

2𝑥2
3

+ 𝛽6𝑥1
3𝑥2 + ⋯ )



过拟合



如何解决欠拟合？

‣ 增加特征数量

‣ 增加训练时间

‣ 增加模型复杂度



如何解决过拟合？

‣ 增加样本/数据增强

‣ 提前终止训练

‣ Dropout

‣ 正则化



增加样本



正则化

𝑓 𝑥 = 100 + 28𝑥 − 385𝑥2 + 39𝑥3 − 174𝑥4 𝑓 𝑥 = 10 + 13𝑥 − 0.23𝑥2 + 0.000014𝑥3 − 0.0001𝑥4



正则化

‣ 正则化方法基于所有的 𝑑 个特征建立模型。

‣ 然而，相对于原始估计（如最小二乘估计）来说，参数都朝着零的方向有所缩减。

‣ 这样的缩减有着减小方差的作用。

‣ 取决于缩减方式的不同，有些系数最终可能等于零，有着变量选择的效果。



正则化——Intuition

‣ 为避免过拟合，我们要使𝛽3和𝛽4非常小（≈ 0）

‣ 为此，我们可以定义一个新的损失函数:

1

𝑛
 𝑖=1

𝑛 𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊) 2
+ 1000𝛽3

2 + 1000𝛽4
2

‣ 本质上，对𝛽3
2和𝛽4

2很大的模型施加了惩罚（penalty）：如果想要最小化损失函数，唯一的可能途
径就是𝛽3和𝛽4都很小；否则， 1000𝛽3

2 + 1000𝛽4
2就会非常大

‣ 因此，当最小化上述损失函数时，会得到𝛽3 ≈ 0以及𝛽4 ≈ 0。我们有效地几乎完全剔除了𝑥3和𝑥4的
效应

‣ 最终的模型近似等于𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝛽2𝑥2，有效地解决了过拟合问题

‣ 在实际中，可能有茫茫多的特征，不知道该去对哪些具体的特征施加惩罚。怎么办？

𝑓 𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝛽2𝑥2 𝑓 𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽3𝑥3 + 𝛽4𝑥4



更一般的…

‣ 当特征很多的时候，很难知道到底该对哪一个特征施加惩罚。

‣ 正则化的做法通常是对所有的特征施加惩罚，更精确的说，对𝛽1, … , 𝛽𝑑施加惩罚。

‣ 例如：
1

𝑛
 𝑖=1

𝑛 𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊) 2
+ 𝜆  𝑗=1

𝑑 𝛽𝑗
2

‣ 我们通常不对𝛽0施加惩罚。在实际中，是否对其施加惩罚几乎没有影响。

‣ 最小化上面的损失函数包含了对两个目标的平衡：

‣ 最小化第一项，鼓励算法通过最小化残差平方和去尽量准确地拟合训练数据

‣ 最小化第二项，鼓励算法将参数保持在较小的水平，这会减轻过拟合

‣ 𝜆 ≥ 0决定了两个目标之间的平衡，或相对重要性。



𝜆的作用

‣ 𝜆决定了两个目标之间的平衡，或相对重要性。

‣ 考虑模型𝑓 𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽3𝑥3 + 𝛽4𝑥4

‣ 若𝜆 = 0，没有任何正则化

‣ 若𝜆 = 1010，对正则化项赋予了极大的权重，迫使
算法把参数调整为接近于0

‣ 我们要做的：选取一个恰当的𝜆，很好的平衡两个
目标

‣ 选取𝜆：交叉验证



正则化——Overview

‣ 正则化的思想核心在于调整损失函数 𝐿 。我们在原始的损失函数的基础上增加一个正则项，目的
是对模型参数的一些性质进行惩罚：

𝐿𝑛𝑒𝑤 𝜷 = 𝐿 𝜷 + 𝜆 ⋅ 𝑅(𝜷)

‣ 𝜆 ≥ 0 是一个标量，控制了正则项的权重或重要性。

‣ 这里的损失函数 𝐿 可以是平方损失函数、逻辑回归损失函数、Softmax回归损失函数…

‣ 线性回归正则化：𝐿𝑛𝑒𝑤 𝜷 =
1

𝑛
 𝑖=1

𝑛 𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊) 2
+ 𝜆 ⋅ 𝑅(𝜷)

‣ 逻辑回归正则化：𝐿𝑛𝑒𝑤 𝜷 = −
1

𝑛
 𝑖=1

𝑛 𝑦 𝑖 log  𝑦 𝑖 + 1 − 𝑦 𝑖 log 1 −  𝑦 𝑖 + 𝜆 ⋅ 𝑅(𝜷)

‣ 使用𝐿𝑛𝑒𝑤 𝜷 拟合模型可以使得最终的模型参数满足我们想要的性质（由𝑅(𝜷)定义）。



练习

‣ 考虑损失函数：
1

𝑛
 𝑖=1

𝑛 𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊) 2
+ 𝜆  𝑗=1

𝑑 𝛽𝑗
2。增大 𝜆 会倾向于：

A. 正则化的程度减弱

B. 正则化的程度加强

C. 增大参数𝛽1, … , 𝛽𝑑的尺度

D. 减小参数𝛽1, … , 𝛽𝑑的尺度



岭回归(Ridge Regression, 1970)

‣ 我们假设特征已经标准化：
1

𝑛
 𝑖 𝑥𝑗

𝑖
= 0 ,

1

𝑛
 𝑖 𝑥𝑗

𝑖
2

= 1

‣ 此时，  𝛽0 =  𝑦 =
1

𝑛
 𝑖 𝑦(𝑖)，不失一般性我们假设 𝑦 = 0，并因此省略𝛽0

‣ 𝐿𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒 𝜷 =
1

𝑛
 𝑖=1

𝑛 𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊) 2
+ 𝜆  𝑗=1

𝑑 𝛽𝑗
2

‣ 又称L2正则化：  𝑗=1
𝑑 𝛽𝑗

2 = 𝜷 2
2

‣ 存在显式解：  𝛽𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒 = 𝑿𝑇𝑿 + 𝜆𝑰 −1𝑿𝑇𝒀，这也是其名字岭回归的由来。



例——Credit Card Balance

‣ 我们对信用卡账单和很多特征进行岭回归。

‣ 图中每一条线为每个特征的参数随 𝜆 的变化情况。

‣ 𝜆接近0时，岭回归的参数估计和最小二乘几乎一样。

‣ 随着𝜆的增大，岭回归的参数整体上会趋向于0，不
排除个别参数有局部增大的情况。



岭回归 & 最小二乘

‣ 最小二乘估计是无偏估计，而岭回归是有偏估计

‣ 岭回归的优势——方差偏差平衡

‣ 随着𝜆的增大，岭回归的flexibility不断下降，随
之而来的是更小的方差和更大的偏差。

‣ 右图是一个人造的例子：𝑑 = 45 𝑛 = 50

‣ 我们可以发现， 𝜆 = 0时，偏差（黑线）很小，方
差（绿线）很大。

‣ 随着𝜆的增大，偏差缓慢上升，方差迅速下降，导致
测试误差（粉线）下降。 𝜆过大的时候，方差缓慢
下降，偏差迅速上升，导致测试误差上升。



岭回归 & 最小二乘

‣ 总结：岭回归通过正则项，牺牲了偏差，换取了测
试误差的下降，从而可以有效缓解过拟合问题。

‣ 当𝑑 > 𝑛时， 𝑿不再是满秩矩阵， 𝑿𝑇𝑿不再可逆，
导致最小二乘估计失效。岭回归也可以有效的解决
这一问题。

‣ 事实上，这是岭回归被提出的初衷。



岭回归的缺点

‣ 岭回归最终得到的模型仍包括所有的 𝑑 个特征

‣ 正则项 𝜆  𝑗=1
𝑑 𝛽𝑗

2 会压缩所有的系数趋向于0，但不会

设定其中的任何一个等于0（除非𝜆 = ∞）

‣ 从测试误差的角度来说无可厚非，但在 𝑑 非常大时会
给模型可解释性带来困难

‣ 例如，我们发现最重要的特征是Income，Limit，
Rating，Student。因此我们希望得到一个只有这四个
特征的模型。

‣ 岭回归显然做不到这一点



LASSO(Least Absolute Shrinkage and Selection 
Operator)

‣ Tibshirani, R. (1996). Regression shrinkage and selection via the 
lasso. Journal of the Royal Statistical Society: Series B 
(Methodological), 58(1), 267-288.

𝐿𝐿𝐴𝑆𝑆𝑂 𝜷 =
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊) 2
+ 𝜆  

𝑗=1

𝑑

|𝛽𝑗|

‣ 又称L1正则化：  𝑗=1
𝑑 |𝛽𝑗| = 𝜷 1

‣ 与岭回归不同，LASSO使用了绝对值的一阶惩罚函数代替了平方和的二阶函数。虽
然只是形式稍有不同，但是得到的结果却大不相同。

‣ L1正则化约束导致最终的解是𝑦(𝑖) 的非线性函数，因此一般情况下不存在显式解



例——Credit Card Balance

‣ 随着𝜆的增大，类似于岭回归，LASSO得到的参
数整体上会趋向于0，不排除个别参数有局部
增大的情况。

‣ LASSO与岭回归的核心区别：LASSO的很多参数
在半路上就归零了，因此有着变量选择的效果，
有更强的可解释性。



等价形式

‣ 岭回归的等价形式：

minimize
𝜷

1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊) 2
subject to  

𝑗=1

𝑑

𝛽𝑗
2 ≤ 𝑠

‣ LASSO的等价形式：

minimize
𝜷

1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊) 2
subject to  

𝑗=1

𝑑

|𝛽𝑗| ≤ 𝑠

‣ 通过拉格朗日乘子法，可以验证 𝜆 和 𝑠 之间存在一 一对应关系。



几何解释



人造例子：续

‣ 右图是一个人造的例子：𝑑 = 45 𝑛 = 50

‣ 可以看到，LASSO和岭回归的测试MSE呈现出类似的趋
势，但是其最小的测试MSE大于岭回归。

‣ 这是正常的，因为我们所有的45个特征都假设和响应
变量有关。

‣ 我们换一个例子，45个特征中只有两个和响应变量有
关。此时LASSO的最小测试MSE小于岭回归。

‣ 这两个例子说明了，岭回归和LASSO都无法完全支配对
方，他们各有各的优势。

‣ 在实际中，我们永远无法知道和响应变量有关的特征
数量是多少，只能通过测试MSE来判断。



如何选𝜆？

‣ 在实际中，应该很小心的选择𝜆，否则会起到反作用

‣ 交叉验证Cross-Validation

‣ 我们选取一些可能的𝜆，对每一个𝜆计算CV误差，并找到使得CV误差最小的𝜆

‣ 最后，我们用选出的𝜆对所有的观测重新拟合模型

‣ 右图展示了CV应用在LASSO和模拟的稀疏数据的情况



ELASTIC-NET 

‣ Zou, H., & Hastie, T. (2005). Regularization and variable selection via 
the elastic net. Journal of the royal statistical society: series B 
(statistical methodology), 67(2), 301-320.

‣ 虽然LASSO会执行变量选择，但是对于两个高度共线性的特征来说，通常系数会一
个变成0，一个仍保留在模型中。

‣ 岭回归会同时保留这两个特征，同时压缩两个特征的系数。

‣ 所以为了应对共线性问题，我们可以结合LASSO和岭回归

‣ 𝐿net 𝜷 =
1

𝑛
 𝑖=1

𝑛 𝑦(𝑖) − 𝜷𝑻𝒙(𝒊) 2
+ 𝜆 𝛼  𝑗=1

𝑑 𝛽𝑗 + 1 − 𝛼  𝑗=1
𝑑 𝛽𝑗

2



本章小节

‣ 欠拟合与过拟合

‣ 正则化

‣ 岭回归

‣ LASSO



扩展：数值优化方法



Outline

‣ 数值优化基础简介

‣ 知识回顾

‣ ADMM 算法



大 O 符号 I

‣ 对于两个有着相同定义域的函数 𝑓(𝑥) 与 𝑔(𝑥), 我们记 𝑓 𝑥 = 𝑂 𝑔 𝑥 ,如果存在一个
𝑀 以及 𝑥0 使得

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀|𝑔(𝑥)|, ∀ 𝑥 ≥
𝑥0

‣ 一些例子

► 𝑓(𝑥) = 𝑂(1)表示 𝑓(𝑥) 是有界的.

► 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑂(ℎ(𝑥)) 表示 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑂(ℎ(𝑥)).

► 𝑂(𝑓(𝑥)) + 𝑂(𝑓(𝑥)) = 𝑂(𝑓(𝑥)).

► 𝑂(𝑓(𝑥)) ∗ 𝑂(𝑔(𝑥)) = 𝑂(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)).

► |𝑂(𝑓(𝑥))|𝜆 = 𝑂(|𝑓(𝑥)|𝜆), 𝜆 > 0.

‣ 一些简单的 O 关系: 𝑥2 = 𝑂(𝑥2), 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑂(𝑥2).



小 O 符号 I

‣ 对于两个有着相同定义域的函数𝑓(𝑥) 与 𝑔 𝑥 , 记 𝑓 𝑥 = 𝑜 𝑔 𝑥 ,如果对每一个 𝑀 都能找到一个
𝑥0 使得

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀|𝑔(𝑥)|, ∀ 𝑥 ≥ 𝑥0

‣ 一些例子

► lim
𝑥→0

𝑜 𝑔 𝑥

𝑔 𝑥
= 0

► 如果 𝑙𝑖𝑚𝑥 → ∞𝑓 𝑥 = 0，那么𝑓(𝑥) = 𝑜(1)

► 𝑜(𝑓(𝑥)) + 𝑜(𝑓(𝑥)) = 𝑜(𝑓(𝑥))
► 𝑂(𝑓(𝑥)) ∗ 𝑜(𝑔(𝑥)) = 𝑜(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))
► |𝑜(𝑓(𝑥))|𝜆 = 𝑜(|𝑓(𝑥)|𝜆), 𝜆 > 0

‣ 一些简单的 O 关系: 𝑥2 = 𝑜(𝑥3), 𝑥2 = 𝑜(𝑥!), ln(𝑥) = 𝑜(𝑥)



WEIERSTRASS 定理 I

‣ Weierstrass 定理: 一个取值于闭区间 [𝑎,𝑏] 上的连续函数 𝑓 𝑥 , 其最大最小值存
在并且在区间中取得。



WEIERSTRASS 定理 II

‣ 驻点 (Stationary point): 上图中, 使得 𝑓′(𝑐) = 0 的 𝑐 我们称为驻点 (平稳点)。
但这里需要注意一点，𝑓′(𝑐) = 0 并不能保证 𝑐 即为我们所要求的全局最优点, 它
可能是局部最优点(local max or min) 或者为鞍点(Saddlepoint)。



WEIERSTRASS 定理 III



知识回顾 I

‣ 凸函数 (Convex function): 假设𝒳为一个实数向量空间中的凸集, 𝑓 ∶ 𝒳 → ℛ 表示某一函数

► 如果 ∀ 𝑡 ∈ [0,1], 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳, 我们有

𝑓(𝑡1𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2) ≤ 𝑡𝑓(𝑥1) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥2), ∀𝑥

那么𝑓(𝑥) 被称为凸函数 (Convex)。

► 如果∀ 𝑡 ∈ 0, 1 , 𝑥1 ≠ 𝑥2 ∈ 𝒳, 我们有

𝑓 𝑡1𝑥1 + 1 − 𝑡 𝑥2 < 𝑡𝑓 𝑥1 + 1 − 𝑡 𝑓 𝑥2 , ∀𝑥

那么𝑓(𝑥) 被称为严格凸函数 (Strictly convex)。



知识回顾 II



知识回顾 III

‣ 一个凸函数的例子: 有关范数的定义为 || ⋅ ||: 𝒳 → ℛ+对所有的 𝑥, 𝑢 ∈𝒳有

► ||𝑎𝑥|| = |𝑎| ||𝑥||, ∀𝑎 ∈ ℛ

► ||𝑥 + 𝑢|| ≤ ||𝑥|| + ||𝑢||

► ||𝑥|| ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝒳, ||𝑥|| = 0当且仅当 𝑥 = 0



中值定理 I

假设连续函数 𝑓(𝑥) 取值在闭区间 [𝑎,𝑏] 上, 并且在 (𝑎,𝑏) 中可导。那么一定可以找到一点

𝑐 ∈ (𝑎,𝑏), 使得

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑐)(𝑏 − 𝑎).

‣ 证明思路: 构造函数

𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑥 +
𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑥 − 𝑏

使得其在 [𝑎,𝑏] 上连续, (𝑎,𝑏) 上可导,  继而我们有

𝑔′ 𝑥 = −𝑓′ 𝑥 +
𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎

𝑏 − 𝑎
,   𝑔 𝑎 = 𝑔 𝑏 = 0

考虑平稳点 𝑔′(𝑐) = 0，即得所求。



泰勒展开 I

‣ 泰勒展开
假设 𝑓(𝑥)在点 𝑥0 附近的区间 (𝑎,𝑏)中有 𝑛 + 1阶可导，那么对于任意 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏)，我

们都 可以将 𝑓(𝑥) 在 𝑥0 点处泰勒展开

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥0 +  

𝑖=1

𝑛
𝑓 𝑖 𝑥0

𝑖!
𝑥 − 𝑥0

𝑖 +
𝑥 − 𝑥0

𝑛+1

𝑛 + 1 !
𝑓 𝑛+1 ξ ,

对某些 𝜉 ∈ [𝑥0, 𝑥]。此外，如果 𝑓(𝑛+1)(𝜉)有界，那么余项可写为

𝑅𝑛+1 𝑥 =
𝑥 − 𝑥0

𝑛+1

𝑛 + 1 !
𝑓 𝑛+1 ξ = 𝑂 𝑥 − 𝑥0

𝑛+1 .



算法的收敛率 I

‣ 算法的收敛率 (Convergence rate)
对优化算法来讲，我们实际上是想要找到一个序列 𝜷0, 𝜷1, … , 𝜷𝑡, …，使得其能够最

终收敛到我们想要得到的参数𝜷∗上。基于此目的，我们可以定义算法的收敛速率

► 如果存在一个常数 𝑐 ∈ [0,1) 使得

我们就说 {𝜷t}t=1
∞ 收敛到 𝜷∗的速率为 𝑞。

► 当 𝑞 = 1,2 时， 我们分别称其收敛速率为线性 (linearly)，二次收敛 (quadratically)
速率。

𝑙𝑖𝑚
t→∞

∥ 𝜷t+1 − 𝜷∗ ∥

∥ 𝜷t − 𝜷∗ ∥𝑞 = c,



收敛标准 I

‣ 绝对收敛标准：

‣ 相对收敛标准：

‣ 调整的相对收敛标准：
∥ 𝜷 t+1 − 𝜷 t ∥

∥ 𝜷 t ∥ +𝜖
< 𝜖.

∥ 𝜷 t+1 − x t ∥

∥ 𝜷 t ∥
< 𝜖

∥ 𝜷 t+1 − 𝜷 t ∥< 𝜖



优化问题 I

‣ ADMM 算法用来解决以下优化问题：

min 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑧)

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐵𝑧 = 𝑐,

‣ 其中 𝑥 ∈ ℛ𝑝 ，𝑧 ∈ ℛ𝑞，𝐴 是一个 𝑟 × 𝑝 实矩阵, 𝐵 是一个 𝑟 × 𝑞实矩阵, 𝑐 是一个 𝑟 维
向量，且 𝑓 和 𝑔 这里假定为凸函数 (Convex function)。



标准 ADMM 算法 I

‣ 标准 ADMM 优化问题对应的增广拉格朗日方程为：

‣ 具体的优化迭代步骤如下：

‣ 理论上，ADMM 算法会迭代至目标函数一阶导数等于零的点。

‣ 当然这些点未必就一定是取得最小值的地方，然而这是目前基于梯度计算的优化方法的通病

(想一想为什么？)。

ℒ𝜌(𝑥, 𝑧, 𝑢) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑧) + 𝑢𝑇(𝐴𝑥 + 𝐵𝑧 − 𝑐) +
𝜌

2
∥ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑧 − 𝑐 ∥2

2.

𝑥𝑘+1: = arg 𝑚𝑖𝑛
𝑥

ℒ𝜌(𝑥, 𝑧𝑘 , 𝑢𝑘)

𝑧𝑘+1: = arg 𝑚𝑖𝑛
𝑧

ℒ𝜌(𝑥𝑘+1, 𝑧, 𝑢𝑘)

𝑢𝑘+1: = 𝑢𝑘 + 𝜌(𝐴𝑥𝑘+1 + 𝐵𝑧𝑘+1 − 𝑐)

(1
)

(2
)

(3
)



ADMM 算法的一个变形 I

‣ 考虑如下变形：

这里

‣ 优化迭代步骤更改如下：

ℒ𝜌 𝑥, 𝑧, 𝑢 = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑧 +
𝜌

2
∥ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑧 − 𝑐 + 𝑣 ∥2

2 + 常数

𝑣 =
1

𝜌
𝑢.

𝑥𝑘+1: = arg 𝑚𝑖𝑛
𝑥

ℒ𝜌(𝑥, 𝑧k, 𝑣𝑘)

𝑧𝑘+1: = arg 𝑚𝑖𝑛
𝑧

ℒ𝜌(𝑥𝑘+1, 𝑧, 𝑣𝑘)

𝑣𝑘+1: = 𝑣𝑘 + 𝐴𝑥𝑘+1 + 𝐵𝑧𝑘+1 − 𝑐

(4
)

(5
)
(6)



以 LASSO 为例 I

‣ 假设收集到样本 𝒵n = {(𝑦𝑖 , 𝑥𝑖)}𝑖=1
𝑛 ， 其中 𝑦 表示因变量，𝑥 ∈ ℛ𝑝 为自变量。

‣ 考虑如下优化问题

‣ 将上式写为向量化的形式：

这里 𝑋 = (𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛)𝑇 ∈ ℛ𝑛×𝑝以及 𝜆𝑛 = 𝑛𝜆.

1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝜷)2 + 𝜆  

𝑗=1

𝑝

|𝛽𝑗|. (7)

𝑚𝑖𝑛
𝑥

∥ 𝑦 − 𝑋𝜷 ∥2
2 +𝜆𝑛 ∥ 𝜷 ∥1,



问题解析 I

‣ 针对上面的问题，取

以及

‣ 写出上面问题的增广拉格朗日函数为

𝑓 𝜷 =∥ 𝑦 − 𝑋𝜷 ∥2
2, 𝑔(𝑧) = 𝜆𝑛 ∥ 𝑧 ∥1,

𝑠. 𝑡. 𝜷 − 𝑧 = 0.

ℒ𝜌 𝜷,𝑧,𝑣 =∥ 𝑦 − 𝑋𝜷 ∥2
2 +𝜆𝑛 ∥ 𝑧 ∥1 +

𝜌

2
∥ 𝜷 − 𝑧 + 𝑣 ∥2

2.



问题解析 I

‣ 定初值 𝜷0, 𝑧0, 𝑣0; 假设当前迭代为第 𝑡 步, 𝑡 ≥ 0

‣ 求解第 𝑡 + 1 步各估计值的迭代步骤如下：

‣ 具体每步的优化如下:

𝜷𝑡+1:= arg 𝑚𝑖𝑛
𝜷

∥ 𝑦 − 𝑋𝜷 ∥2
2 +

𝜌

2
∥ 𝜷 − 𝑧𝑡 + 𝑣𝑡 ∥2

2,

𝑧𝑡+1 := arg 𝑚𝑖𝑛
𝑧

𝜆𝑛 ∥ 𝑧 ∥1 +
𝜌

2
∥ 𝜷𝑡+1 − 𝑧 + 𝑣𝑡 ∥2

2,

𝑣𝑡+1 := 𝑣𝑡 + 𝜷𝑡 + 1 − 𝑧𝑡+1

(8
)

(9
)



问题解析 I

‣ 针对(8), 有

‣ 对上式求导并令为 0，得到

𝜷𝑡+1: = ar g 𝑚𝑖𝑛
𝜷

∥ 𝑦 − 𝑋𝜷 ∥2
2 +

𝜌

2
∥ 𝜷 − 𝑧𝑡 + 𝑣𝑡 ∥2

2

𝜷𝑡+1 = 2𝑋𝑇𝑋 + 𝜌Ip
−1

2𝑋𝑦 + 𝜌(𝑧𝑡 − 𝑣𝑡)



问题解析 I

‣ 针对(9), 有

‣ 上式可具体写为

其中 𝑢𝑗 = (𝜷𝑡+1 + 𝑣𝑡)𝑗. 上述即为软阀值算子。

‣ 进而可以得到 𝑣𝑡+1 = 𝑣𝑡 + 𝜷𝑡+1 − 𝑧𝑡+1

‣ 重复上述步骤，直到收敛到指定误差为止。

𝑧𝑡+1 = Prox𝜆𝑛
𝜌

(𝜷𝑡+1 + 𝑣𝑡),

𝑧𝑡+1
j = Prox𝜆𝑛

𝜌

𝑢𝑗 = sign(𝑢𝑗)(|𝑢𝑗| −
𝜆𝑛

𝜌
)+

=

𝑢𝑗 −
𝜆𝑛

𝜌
, 𝑖𝑓𝑢𝑗 >

𝜆𝑛

𝜌
,

0, 𝑖𝑓 𝑢𝑗 ≤
𝜆𝑛

𝜌
,

𝑢𝑗 +
𝜆𝑛

𝜌
, 𝑖𝑓𝑢𝑗 < −

𝜆𝑛

𝜌



常用算法 I

‣ NR 算法

‣ (随机) 梯度下降法

‣ ADMM 算法

‣ Proximal 算法

‣ 坐标下降法


