
支持向量机
Support Vector Machines 



开始之前

‣ 考虑两分类问题

‣ 之前所学的分类算法大多寻找线性的决策边界

‣ 当然，我们也可以将特征映射到多项式得到非
线性决策边界。

‣ 这么做有很多困难，尤其是特征维度很高时

‣ 支持向量机允许我们用另一种方法去构造极为
复杂的非线性决策边界

‣ 虽然有时效果不如神经网络，但仍旧大受欢迎：
turn-key algorithm，没有太多参数



Outline

‣ 超平面

‣ 函数间隔与几何间隔

‣ 最优间隔分类器（线性可分，线性决策边界）

‣ 支持向量分类器（线性不可分，线性决策边界）

‣ 基于核函数的支持向量机（线性不可分，非线性决策边界）

‣ 基于R的实现



超平面(Hyperplane)
‣ 在 𝑑𝑑 维空间中，超平面是 𝑑𝑑 − 1 维的平坦仿射子空间

‣ 例如，在二维空间中，超平面是平坦的一维子空间——线；在三维空间中，超平
面是平坦的二维子空间——面

‣ 超平面的数学定义：𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1𝑋𝑋1 + ⋯+ 𝛽𝛽𝑑𝑑𝑋𝑋𝑑𝑑 = 0

‣ 如果𝑑𝑑维空间中的点 𝒙𝒙 = 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑 𝑇𝑇 满足上式，则这个点在超平面上

‣ 向量 𝜷𝜷 = (𝛽𝛽1, … ,𝛽𝛽𝑑𝑑) 叫做法向量(normal vector)，其指向与超平面正交的方向



超平面

‣ 如果𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1𝑋𝑋1 + ⋯+ 𝛽𝛽𝑑𝑑𝑋𝑋𝑑𝑑 > 0，这告诉我们点𝑿𝑿在超平面的一边；否则，点𝑿𝑿在超
平面的另一边

‣ 可以理解为：超平面将 𝑑𝑑 维空间切割成了两半，因此可以非常自然地用于分类任
务

‣ 可以画出法向量感受一下



分离超平面(Separating Hyperplanes)
‣ 为了简便，我们令𝑏𝑏 = 𝛽𝛽0,𝒘𝒘 = 𝛽𝛽1, … ,𝛽𝛽𝑑𝑑 𝑇𝑇，超平面可表示为𝒘𝒘𝑻𝑻𝑿𝑿 + 𝑏𝑏 = 0

‣ 训练样本：{𝒙𝒙 𝒊𝒊 ,𝑦𝑦(𝑖𝑖)}, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛, 𝑦𝑦 𝑖𝑖 ∈ {1,−1}

‣ 分离超平面是指可以将两类样本完全分离的超平面𝒘𝒘𝑻𝑻𝑿𝑿 + 𝑏𝑏 = 0：

‣ 当𝑦𝑦 𝑖𝑖 = 1, 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙(𝒊𝒊) + 𝑏𝑏 > 0

‣ 当𝑦𝑦 𝑖𝑖 = −1, 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙(𝒊𝒊) + 𝑏𝑏 < 0

‣ 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 > 0, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

‣ 分类函数：𝑓𝑓 𝒙𝒙 = 𝑔𝑔 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 + 𝑏𝑏 ，𝑔𝑔 𝑧𝑧 = �1， 𝑧𝑧 ≥ 0
−1，𝑧𝑧 < 0

‣ 这里的𝑓𝑓 𝒙𝒙 不再与𝑃𝑃(𝑦𝑦 = 1|𝒙𝒙)建立联系



分离超平面

‣ 右图：分离超平面预测

‣ 左图：分离超平面若存在，一定不唯一。大家觉得哪个超平面最好呢？

‣ 随之而来的问题是：怎样才是好的分离超平面？



分离超平面

‣ 点A离分离超平面很远，如果我们要对其𝑦𝑦值进行预
测，应该会非常有信心

‣ 点C离分离超平面很近，一个小的改变都可能导致 �𝑦𝑦
的变化，信心不足

‣ 点B在两者之间

‣ 这告诉我们：如果一个点离分离超平面越远，我们
对其分类就越有信心

‣ 理想情况是：找到一个分离超平面，使我们对训练
数据作出完全正确，且信心十足的预测（使训练数
据离超平面尽可能远）

‣ 接下来，我们引入函数间隔和几何间隔的概念，来
阐述这一思想



函数间隔(Functional Margin)
‣ 由 (𝒘𝒘, 𝑏𝑏) 定义的超平面关于单个训练样本的函数间隔为：

�𝛾𝛾(𝑖𝑖) = 𝑦𝑦(𝑖𝑖) 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏

‣ 当�𝛾𝛾(𝑖𝑖) > 0，说明我们对于样本 𝑖𝑖 的预测是正确的

‣ 当𝑦𝑦 𝑖𝑖 = 1： 我们想要𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≫ 0，即函数间隔越大越好

‣ 当𝑦𝑦 𝑖𝑖 = −1：我们想要𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≪ 0，即函数间隔越大越好

‣ 换句话说： 我们想要�𝛾𝛾(𝑖𝑖) = 𝑦𝑦(𝑖𝑖) 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≫ 0

‣ 因此，函数间隔刻画了分类的自信和准确程度：函数间隔越大，说明分类越有信心



函数间隔(Functional Margin)
‣ 由(𝒘𝒘, 𝑏𝑏)定义的超平面关于整个训练数据集的函数间隔为：

�𝛾𝛾 = min
𝑖𝑖=1,…,𝑛𝑛

�𝛾𝛾(𝑖𝑖)

‣ 解释：分离超平面在表现最差的样本上的函数间隔是多少

‣ 问题：将(𝒘𝒘, 𝑏𝑏)变为(2𝒘𝒘, 2𝑏𝑏)，不影响分类结果，但会影响函数间隔的大小

‣ 解决方案：参数标准化。将(𝒘𝒘, 𝑏𝑏)变为( 𝒘𝒘
𝒘𝒘

, 𝑏𝑏
𝒘𝒘

)，并考虑( 𝒘𝒘
𝒘𝒘

, 𝑏𝑏
𝒘𝒘

)的函数间隔。



几何间隔(Geometric Margin)
‣ 法向量𝒘𝒘与分离超平面𝒘𝒘𝑻𝑻𝑿𝑿 + 𝑏𝑏 = 0呈90度正交

‣ 右图点A代表一个𝑦𝑦(𝑖𝑖) = 1的训练样本𝒙𝒙 𝒊𝒊 。其到分离超平面

的距离 𝛾𝛾(𝑖𝑖) 由线段AB表示

‣ 𝒘𝒘/ 𝒘𝒘 是一个单位长度的向量，和𝒘𝒘方向相同

‣ 点B则是𝒙𝒙 𝒊𝒊 − 𝛾𝛾 𝑖𝑖 ⋅ 𝒘𝒘/ 𝒘𝒘 ，这个点在超平面上，则：

𝒘𝒘𝑻𝑻 𝒙𝒙 𝒊𝒊 − 𝛾𝛾 𝑖𝑖 ⋅
𝒘𝒘
𝒘𝒘

+ 𝑏𝑏 = 0

‣ 𝛾𝛾 𝑖𝑖 = 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 +𝑏𝑏
𝒘𝒘

= 𝒘𝒘
𝒘𝒘

𝑻𝑻
𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏

𝒘𝒘

‣ 思考：如果点A在分离超平面左侧呢？结合两侧结果，如何
统一定义几何间隔？



函数间隔与几何间隔

‣ 超平面关于某样本的几何间隔：

𝛾𝛾 𝑖𝑖 = 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘
𝒘𝒘

𝑻𝑻
𝒙𝒙 𝒊𝒊 +

𝑏𝑏
𝒘𝒘

‣ 𝛾𝛾 𝑖𝑖 = �𝛾𝛾(𝑖𝑖)

𝒘𝒘
。 如果 𝒘𝒘 = 1，函数间隔等于几何间隔

‣ 几何间隔不受参数缩放的影响。因此，我们就可以任意设置缩放参数来约束。例如： 𝒘𝒘
= 1。 这在后面SVM的提出中非常有用

‣ 由(𝒘𝒘, 𝑏𝑏)定义的分离超平面关于整个训练数据集的几何间隔为：

𝛾𝛾 = min
𝑖𝑖=1,…,𝑛𝑛

𝛾𝛾(𝑖𝑖) =
�𝛾𝛾
𝒘𝒘



最优间隔分类器



最优间隔分类器(Optimal Margin Classifier)
‣ 给定一个训练数据集（线性可分），我们想要找到一个离训练数据最远的分离超平

面，即找到一个有着最大间隔的分离超平面

‣ 思想：若分离超平面离训练数据集较远，则也离测试数据集较远，从而能够对测试
数据进行准确、自信的分类预测

max
𝛾𝛾,𝑤𝑤,𝑏𝑏

𝛾𝛾

s. t.
𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏

𝒘𝒘
≥ 𝛾𝛾, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

‣ 解释：最大化几何间隔𝛾𝛾，在所有训练数据的几何间隔都大于等于𝛾𝛾的约束下。最大
化最坏情况下的几何间隔

‣ 非凸，还需要进一步转换。首先将几何间隔转化为函数间隔：

max
�𝛾𝛾,𝑤𝑤,𝑏𝑏

�𝛾𝛾
𝒘𝒘

s. t. 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≥ �𝛾𝛾, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛



最优间隔分类器

‣ 前文讲过，我们可以对(𝒘𝒘, 𝑏𝑏)设置任意倍数的
缩放，而不改变分离超平面

‣ 不妨设置缩放参数使得函数间隔�𝛾𝛾 = 1:

max
𝑤𝑤,𝑏𝑏

1
𝒘𝒘

s. t. 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≥ 1, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

min
𝑤𝑤,𝑏𝑏

1
2

𝒘𝒘 2

s. t. 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≥ 1, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

‣ 看似仅与𝒘𝒘有关，但事实上𝑏𝑏通过不等式约束
影响着𝒘𝒘的取值，进而影响分离超平面



最优间隔分类器

min
𝑤𝑤,𝑏𝑏

1
2

𝒘𝒘 2

s. t. 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≥ 1, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

‣ 这是一个凸二次规划 (Quadratic Programming) 问题，能直接利用现成的优化计
算包求解，得到最优间隔分类器

‣ 尽管如此，我们要介绍基于拉格朗日对偶的求解方法，得到带约束最优化问题的对
偶形式

‣ 这对我们后续引入核函数，并进行超高维空间上的高效计算非常有帮助

‣ 对偶形式也会帮助我们提出一个比凸二次规划更加有效的优化算法



讨论

‣ 我们一直在一个合理的特征维度下推导最优间隔分类器。例如：𝒙𝒙 𝒊𝒊 ∈ ℝ10 or ℝ100

‣ 为了得到SVM，我们将进一步假设 𝒘𝒘 可以通过训练样本的线性组合来表示：

𝒘𝒘 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖 𝒙𝒙(𝒊𝒊)

‣ 如此一来，即使 𝒙𝒙 的维度超级高，我们也可以推导出可以高效运行的算法

‣ 事实上，这并不完全是一个假设：接下来我们会看到，最优的𝒘𝒘就是可以表示成 𝒙𝒙
的线性组合

‣ 在正式的推导之前，我们来看两个intuition，为什么这是一个合理的假设



Intuition #1
‣ 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 = ∑𝑗𝑗=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑗𝑗 𝒙𝒙 𝒋𝒋 𝑻𝑻

𝒙𝒙(𝒊𝒊) + 𝑏𝑏



Intuition #2
‣ 如果𝛼𝛼𝑖𝑖 中存在0？



拉格朗日对偶



拉格朗日乘子法

‣ 考虑如下带等式约束的最优化问题：
min
𝑤𝑤

𝑓𝑓(𝑤𝑤)

s. t. ℎ𝑖𝑖 𝑤𝑤 = 0, 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑙𝑙

‣ 定义拉格朗日函数：ℒ 𝑤𝑤,𝛽𝛽 = 𝑓𝑓 𝑤𝑤 + ∑𝑖𝑖=1𝑙𝑙 𝛽𝛽𝑖𝑖ℎ𝑖𝑖(𝑤𝑤)， 𝛽𝛽𝑖𝑖 ∈ 𝑅𝑅称为拉格朗日乘子

‣ 通过求解
𝜕𝜕ℒ 𝑤𝑤,𝛽𝛽
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0, 𝜕𝜕ℒ 𝑤𝑤,𝛽𝛽
𝜕𝜕𝛽𝛽𝑖𝑖

= 0 得到 𝑤𝑤,𝛽𝛽1, … ,𝛽𝛽𝑙𝑙 的值

‣ 进一步考虑不等式约束



拉格朗日乘子法—原始(Primal)问题

‣ 考虑如下最优化问题：
min
𝑤𝑤

𝑓𝑓 𝑤𝑤

s. t. 𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑤𝑤 ≤ 0, 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑘𝑘
ℎ𝑖𝑖 𝑤𝑤 = 0, 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑙𝑙

‣ 定义拉格朗日函数：

ℒ 𝑤𝑤,𝛼𝛼,𝛽𝛽 = 𝑓𝑓 𝑤𝑤 + �
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑖𝑖𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑤𝑤) + �
𝑖𝑖=1

𝑙𝑙

𝛽𝛽𝑖𝑖ℎ𝑖𝑖(𝑤𝑤) , 𝛼𝛼𝑖𝑖 ≥ 0,𝛽𝛽𝑖𝑖 ∈ 𝑅𝑅

‣ 给定𝑤𝑤，考虑𝜃𝜃𝑃𝑃 𝑤𝑤 = max
𝛼𝛼,𝛽𝛽:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0

ℒ 𝑤𝑤,𝛼𝛼,𝛽𝛽 = max
𝛼𝛼,𝛽𝛽:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0

𝑓𝑓 𝑤𝑤 + ∑𝑖𝑖=1𝑘𝑘 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑤𝑤) + ∑𝑖𝑖=1𝑙𝑙 𝛽𝛽𝑖𝑖ℎ𝑖𝑖(𝑤𝑤)

‣ 如果所有约束全部满足， 𝜃𝜃𝑃𝑃 𝑤𝑤 = 𝑓𝑓(𝑤𝑤)

‣ 如果约束中至少有一个不满足， 𝜃𝜃𝑃𝑃 𝑤𝑤 = ∞



拉格朗日乘子法—原始(Primal)问题

‣ 因此，如果我们考虑最小化问题：
min
𝑤𝑤

𝜃𝜃𝑃𝑃 𝑤𝑤 = min
𝑤𝑤

max
𝛼𝛼,𝛽𝛽:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0

ℒ 𝑤𝑤,𝛼𝛼,𝛽𝛽

就可以发现，这个问题和最初的最优化问题等价，从而有着相同的解

‣ 我们将最优的目标值记为 𝑝𝑝∗ = min
𝑤𝑤

max
𝛼𝛼,𝛽𝛽:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0

ℒ 𝑤𝑤,𝛼𝛼,𝛽𝛽

‣ 如果交换min与max的顺序，会发生什么？



拉格朗日乘子法—对偶(Dual)问题

‣ 𝜃𝜃𝐷𝐷 𝛼𝛼,𝛽𝛽 = min
𝑤𝑤

ℒ 𝑤𝑤,𝛼𝛼,𝛽𝛽

‣ 定义对偶最优化问题：
max

𝛼𝛼,𝛽𝛽:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0
𝜃𝜃𝐷𝐷 𝛼𝛼,𝛽𝛽 = max

𝛼𝛼,𝛽𝛽:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0
min
𝑤𝑤

ℒ 𝑤𝑤,𝛼𝛼,𝛽𝛽

‣ 与原始问题相比，仅仅是min与max交换了顺序！

‣ 我们将最优的目标值记为 𝑑𝑑∗ = max
𝛼𝛼,𝛽𝛽:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0

min
𝑤𝑤

ℒ 𝑤𝑤,𝛼𝛼,𝛽𝛽

‣ 𝑑𝑑∗与 𝑝𝑝∗的关系如何？



原始与对偶

‣ 弱对偶性：
𝑑𝑑∗ = max

𝛼𝛼,𝛽𝛽:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0
min
𝑤𝑤

ℒ 𝑤𝑤,𝛼𝛼,𝛽𝛽 ≤ min
𝑤𝑤

max
𝛼𝛼,𝛽𝛽:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0

ℒ 𝑤𝑤,𝛼𝛼,𝛽𝛽 = 𝑝𝑝∗

‣ 证明：



原始与对偶

‣ 在特定条件下，我们有强对偶性（𝑑𝑑∗ = 𝑝𝑝∗），因此可以用对偶问题来替代原始问题：

‣ 𝑓𝑓与𝑔𝑔𝑖𝑖都是凸函数

‣ ℎ𝑖𝑖为带截距的线性函数

‣ 存在𝑤𝑤，使得𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑤𝑤 < 0对所有𝑖𝑖都成立

‣ 可以验证，最优间隔分类器满足这些条件



Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 条件

‣ 在上述条件下，必然存在参数解𝑤𝑤∗,𝛼𝛼∗,𝛽𝛽∗（𝑤𝑤∗ 是原始问题的解； 𝛼𝛼∗,𝛽𝛽∗ 是对偶问题的解），
使得：

𝑑𝑑∗ = 𝑝𝑝∗ = ℒ 𝑤𝑤∗,𝛼𝛼∗,𝛽𝛽∗

‣ 此外， 𝑤𝑤∗,𝛼𝛼∗,𝛽𝛽∗满足KKT条件：

‣ 反过来，如果参数满足KKT条件，他们也是原始与对偶最优化问题的解

‣ 重点关注第三个条件：若𝛼𝛼𝑖𝑖∗ > 0，则𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑤𝑤∗ = 0；若𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑤𝑤∗ < 0，则𝛼𝛼𝑖𝑖∗ = 0

‣ 这是解释SVM只有极少数支持向量的关键



最优间隔分类器的对偶形式

‣ 最优间隔分类器与其对偶形式的关系，以及原始变量与对偶变量的关系，是推导
SVM的关键

‣ 原始问题：
min
𝒘𝒘,𝑏𝑏

1
2
𝒘𝒘 2

s. t. 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≥ 1, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

‣ 将不等式约束写作：𝑔𝑔𝑖𝑖 𝒘𝒘 = −𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 + 1 ≤ 0, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

‣ 通过KKT条件，只有当𝑔𝑔𝑖𝑖 𝒘𝒘 = 0，即函数间隔等于1，才有𝛼𝛼𝑖𝑖 > 0；否则 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0



支持向量(Support Vectors)
‣ 考虑图中黑色实线所示的最优间隔分类器

‣ 有着最小间隔（函数间隔等于1）的三个点离分离
超平面最近，且距离相同

‣ 只有这三个点的𝛼𝛼𝑖𝑖 > 0，其余点的𝛼𝛼𝑖𝑖都等于0。这三
个点被称作支持向量

‣ 支持向量的个数远远小于训练数据总数

‣ 有趣的是，最优间隔分类器只取决于这些支持向量



最优间隔分类器的对偶形式

‣ 在正式的推导之前，我们先做一个前瞻

‣ 最重要的想法之一是：尝试将算法写作 𝒙𝒙 𝒊𝒊 ,𝒙𝒙 𝒋𝒋 的形式

‣ 这将会是我们后面引入核函数的关键



最优间隔分类器的对偶形式

‣ 构造拉格朗日函数：

ℒ 𝒘𝒘, 𝑏𝑏,𝛼𝛼 =
1
2

𝒘𝒘 2 −�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 − 1

‣ 首先固定𝛼𝛼，求𝜃𝜃𝐷𝐷 𝛼𝛼 = min
𝒘𝒘,𝑏𝑏

ℒ 𝒘𝒘, 𝑏𝑏,𝛼𝛼

‣ ∇𝒘𝒘ℒ 𝒘𝒘, 𝑏𝑏,𝛼𝛼 = 𝒘𝒘−∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒙𝒙 𝒊𝒊 = 0 ⇒ 𝒘𝒘 = ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒙𝒙 𝒊𝒊

‣
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑏𝑏
ℒ 𝒘𝒘, 𝑏𝑏,𝛼𝛼 = ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖 = 0

ℒ 𝒘𝒘, 𝑏𝑏,𝛼𝛼 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖 −
1
2
�
𝑖𝑖,𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑗𝑗 𝛼𝛼𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗 𝒙𝒙 𝒊𝒊 ,𝒙𝒙 𝒋𝒋



最优间隔分类器的对偶形式

‣ 最终的对偶问题：

max
𝛼𝛼

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖 −
1
2
�
𝑖𝑖,𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑗𝑗 𝛼𝛼𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗 𝒙𝒙 𝒊𝒊 ,𝒙𝒙 𝒋𝒋

s. t. 𝛼𝛼𝑖𝑖 ≥ 0, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖 = 0

‣ 可以验证满足使𝑑𝑑∗ = 𝑝𝑝∗ 和KKT成立的条件，对偶问题的最优解与原始问题的最优解相同

‣ 利用SMO (sequential minimal optimization) 算法求解上式得到𝛼𝛼𝑖𝑖∗，从而得到𝑤𝑤∗与𝑏𝑏∗:

‣ 𝑤𝑤∗ = ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖∗ 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒙𝒙 𝒊𝒊

‣ 𝑏𝑏∗ = −
max

𝑖𝑖:𝑦𝑦(𝑖𝑖)=−1
𝑤𝑤∗𝑇𝑇𝒙𝒙 𝒊𝒊 + min

𝑖𝑖:𝑦𝑦(𝑖𝑖)=1
𝑤𝑤∗𝑇𝑇𝒙𝒙 𝒊𝒊

2



坐标上升(Coordinate Ascent)
‣ 考虑不带约束的最优化问题：

max
𝛼𝛼

𝑊𝑊(𝛼𝛼1, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛)

‣ 与梯度上升算法不同，我们考虑一个新的算法——坐标上升：

‣ 在每次循环，我们固定除了𝛼𝛼𝑖𝑖以外的所有变量，仅关于𝛼𝛼𝑖𝑖优化𝑊𝑊

‣ 一个更加精确的做法是：在每次选择更新的变量时，我们选择会使𝑊𝑊变化最大的变
量



坐标上升(Coordinate Ascent)



SMO (Sequential Minimal Optimization)

‣ 回到最优间隔分类器：

max
𝛼𝛼

∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 −
1
2
∑𝑖𝑖,𝑗𝑗=1𝑛𝑛 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑗𝑗 𝛼𝛼𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗 𝒙𝒙 𝒊𝒊 ,𝒙𝒙 𝒋𝒋

s. t. 𝛼𝛼𝑖𝑖 ≥ 0, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖 = 0

‣ 假设有一组𝛼𝛼𝑖𝑖满足约束。如果我们想要利用坐标上升去更新其中一个，会怎么样？

‣ 𝛼𝛼1𝑦𝑦 1 = −∑𝑖𝑖=2𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖

‣ 𝛼𝛼1 = −𝑦𝑦 1 ∑𝑖𝑖=2𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖

‣ 𝛼𝛼1完全由𝛼𝛼2, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛决定。在不破坏约束的条件下，我们无法做到给定𝛼𝛼2, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛去更
新𝛼𝛼1

‣ 同时更新两个呢？



SMO (Sequential Minimal Optimization)
‣ 重复直到收敛 { 

1. 选择一对要更新的𝛼𝛼𝑖𝑖和𝛼𝛼𝑗𝑗

2. 关于𝛼𝛼𝑖𝑖和𝛼𝛼𝑗𝑗最优化目标函数，保持其他𝛼𝛼取值不变

}



预测

‣ 现在有一个新的样本𝒙𝒙，我们想要对其进行预测

‣ 计算𝒘𝒘∗𝑇𝑇𝒙𝒙 + 𝑏𝑏∗，如果大于0则预测为1，否则预测为-1

𝒘𝒘∗𝑇𝑇𝒙𝒙 + 𝑏𝑏∗ = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖∗ 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒙𝒙 𝒊𝒊 𝑇𝑇𝒙𝒙 + 𝑏𝑏∗

= �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖∗ 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒙𝒙 𝒊𝒊 ,𝒙𝒙 + 𝑏𝑏∗

‣ 除了支持向量，其余训练数据的𝛼𝛼𝑖𝑖∗ = 0。因此，只需要计算𝒙𝒙与支持向量的内积

‣ 训练完成后，大部分的训练样本都无需保留，最终模型仅与支持向量有关



为什么要对偶？

‣ 对偶问题将原始问题中的不等式约束转为了对偶问题中的等式约束，对偶问题往往更加容
易求解。

‣ 可以很自然的引入核函数（拉格朗日表达式里面有内积，而核函数也是通过内积进行映
射）。

‣ 改变了问题的复杂度。由求特征向量𝒘𝒘转化为求拉格朗日乘子𝛼𝛼，在原始问题下，求解的复
杂度与样本的维度有关，即𝒘𝒘的维度。在对偶问题下，只与样本数量有关。

‣ 求解更高效，因为只用求解拉格朗日乘子𝛼𝛼，而𝛼𝛼只有支持向量才为非0，其他全为0。



接下来的问题

‣ 计算样本𝒙𝒙之间的内积，计算量还是可能很大，有没有什么方法减小计算量呢？

‣ 若训练数据集不是线性可分的怎么办？

‣ 如果出现少量异常点怎么办？

‣ 对于前两个问题，我们将引入kernel核函数方法，将维度进行转换。

‣ 对于第三个问题，我们将引入惩罚项，效果类似于正则化，允许一定程度上的错误
分类，从hard margin转为soft margin。



本章总结

‣ 超平面、分离超平面

‣ 函数间隔、几何间隔

‣ 最优间隔分类器

‣ 拉格朗日对偶

‣ 最优间隔分类器的对偶形式



支持向量分类器



Motivation
‣ 目前为止，我们假设线性可分，实际中往

往并不如此，从而导致最优间隔分类器的
失效

‣ 利用𝜙𝜙(𝑥𝑥)将数据映射到更高维的空间可以
增加数据可分离的概率，但并不能保证总
是如此

‣ 另外，在某些情况下最优间隔分类器并不
是最佳选择，例如存在异常值(Outlier)



异常值

‣ 一个异常训练数据的增加可能会导致最优间隔分类器发生剧烈变化

‣ 最优间隔分类器效果并不好：间隔很小，影响预测信心

‣ 最优间隔分类器对单个观测过于敏感：可能存在过拟合问题



支持向量分类器

‣ 为此，我们想要分类器的分类超平面不会强行刻意地完美区分两类，出于以下
两点：

‣ 对于单个训练样本有更强的稳健性，减小方差

‣ 对于大部分训练样本有更好的分类效果

‣ 即：错分一小部分样本，从而实现对大部分样本更好的预测

‣ 支持向量分类器：不再执着于寻找一个对所有训练数据都正确分类且信心十足
的分离超平面，而是允许一部分训练数据在间隔的错误一侧，甚至是超平面的
错误一侧

‣ 又名软间隔(soft margin)分类器



支持向量分类器——软间隔

‣ 左图：1和8跑到了间隔的错误一侧

‣ 右图： 1和8跑到了间隔的错误一侧；11和12跑到了超平面的错误一侧



支持向量分类器

min
𝑤𝑤,𝑏𝑏,𝜉𝜉

1
2

𝒘𝒘 2 + 𝐶𝐶�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝜉𝜉𝑖𝑖

s. t. 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≥ 1 − 𝜉𝜉𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛
𝜉𝜉𝑖𝑖 ≥ 0, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

‣ 𝜉𝜉𝑖𝑖 称为松弛变量（slack variables），允许部分观测的函数间隔小于1，从而在间
隔或超平面的错误一侧

‣ 如果一个观测的函数间隔小于1，即为1 − 𝜉𝜉𝑖𝑖（ 𝜉𝜉𝑖𝑖 > 0），我们需要付出代价，这个
代价随着𝜉𝜉𝑖𝑖 的增大而增大。因此，最小化的目标函数增加𝐶𝐶𝜉𝜉𝑖𝑖

‣ 𝐶𝐶 ≥ 0控制了两个目标之间的相对权重：使 𝒘𝒘 2变小；保证大部分观测函数间隔大
于等于1



支持向量分类器

min
𝑤𝑤,𝑏𝑏,𝜉𝜉

1
2

𝒘𝒘 2 + 𝐶𝐶�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝜉𝜉𝑖𝑖

s. t. 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≥ 1 − 𝜉𝜉𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛
𝜉𝜉𝑖𝑖 ≥ 0, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

‣ 上面的问题看似复杂，但是它做的事情其实很简单：

‣ 首先，松弛变量𝜉𝜉𝑖𝑖告诉了我们第𝑖𝑖个训练数据相对于间隔和超平面的位置：

‣ 如果𝜉𝜉𝑖𝑖 = 0，第𝑖𝑖个训练数据在间隔的正确一侧

‣ 如果𝜉𝜉𝑖𝑖 > 0，第𝑖𝑖个训练数据在间隔的错误一侧

‣ 如果𝜉𝜉𝑖𝑖 > 1，第𝑖𝑖个训练数据在超平面的错误一侧



超参数C
‣ 如果𝐶𝐶非常大， 𝜉𝜉𝑖𝑖 > 0的代价非常高，对于在间隔错误一侧的观测容忍度很低，会

使大部分的𝜉𝜉𝑖𝑖等于0，间隔变窄，使得支持向量分类器近似等价于最优间隔分类器

‣ 如果𝐶𝐶非常小， 𝜉𝜉𝑖𝑖 > 0的代价非常低，对于在间隔错误一侧的观测容忍度很高，会
使更多的𝜉𝜉𝑖𝑖大于0，间隔变宽，使得支持向量分类器变得更加soft

‣ 𝐶𝐶作为超参数，需要通过交叉验证来选择

‣ 从这个角度讲， 𝐶𝐶控制了偏差方差的平衡

‣ 如果𝐶𝐶非常大，分类器对数据拟合的更严格，低偏差，高方差

‣ 如果𝐶𝐶非常小，分类器对数据拟合的更宽松，高偏差，低方差



C



支持向量分类器——对偶问题

min
𝑤𝑤,𝑏𝑏,𝜉𝜉

1
2

𝒘𝒘 2 + 𝐶𝐶�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝜉𝜉𝑖𝑖

s. t. 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 ≥ 1 − 𝜉𝜉𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛
𝜉𝜉𝑖𝑖 ≥ 0, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

‣ 练习：构造拉格朗日函数，利用拉格朗日乘子法推导对偶问题。



对偶问题的推导



对偶问题

‣ 构造拉格朗日函数：

ℒ 𝑤𝑤, 𝑏𝑏, 𝜉𝜉,𝛼𝛼, 𝑟𝑟 =
1
2

𝒘𝒘 2 + 𝐶𝐶�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝜉𝜉𝑖𝑖 −�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒘𝒘𝑻𝑻𝒙𝒙 𝒊𝒊 + 𝑏𝑏 − 1 + 𝜉𝜉𝑖𝑖 −�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑖𝑖𝜉𝜉𝑖𝑖

其中𝛼𝛼𝑖𝑖 与𝑟𝑟𝑖𝑖为非负拉格朗日乘子

‣ 拉格朗日对偶：min
𝑤𝑤,𝑏𝑏,𝜉𝜉

max
𝛼𝛼,𝑟𝑟:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0,𝑟𝑟𝑖𝑖≥0

ℒ 𝑤𝑤, 𝑏𝑏, 𝜉𝜉,𝛼𝛼, 𝑟𝑟 → max
𝛼𝛼,𝑟𝑟:𝛼𝛼𝑖𝑖≥0,𝑟𝑟𝑖𝑖≥0

min
𝑤𝑤,𝑏𝑏,𝜉𝜉

ℒ 𝑤𝑤, 𝑏𝑏, 𝜉𝜉,𝛼𝛼, 𝑟𝑟

‣ 最终的对偶问题：

max
𝛼𝛼

∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 −
1
2
∑𝑖𝑖,𝑗𝑗=1𝑛𝑛 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑗𝑗 𝛼𝛼𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗 𝒙𝒙 𝒊𝒊 ,𝒙𝒙 𝒋𝒋

s. t. 0 ≤ 𝛼𝛼𝑖𝑖 ≤ 𝐶𝐶, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖 = 0

‣ 仍可通过SMO算法求解



讨论

‣ 从最终的对偶问题形式来看，与最优间隔分类器唯一的区别就是对于𝛼𝛼𝑖𝑖的约束：从
0 ≤ 𝛼𝛼𝑖𝑖 变成了 0 ≤ 𝛼𝛼𝑖𝑖 ≤ 𝐶𝐶

‣ 𝑤𝑤∗ = ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖∗ 𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝒙𝒙 𝒊𝒊 不变

‣ 此外，KKT条件也发生了变化：

‣ 也就是说，只有在间隔上的和在间隔错误一边的观测会影响超平面，而在间隔正确
一边的观测完全不影响支持向量分类器

‣ 此时支持向量的定义发生了变化



核方法 Kernel Trick



Motivation
‣ 软间隔解决的是允许模型忽略某些少数异常点来进行划分的问题。

‣ 即在绝大部分样本都能被正确分类的情况下，某几个样本无法被超平面分开，我们
不认为应该考虑它来重新修改模型，而是认为给出的样本是被错误分类的。

‣ 如果大部分样本都线性不可分怎么办？软间隔也无能为力



Motivation
‣ 在线性回归和逻辑回归的学习中，我们碰到过类似的情况。例如当响应变量和特征

之间的关系不是线性时，线性回归的表现会变差

‣ 在这种情况下，我们考虑基于特征的函数来放大特征空间，比如二次项三次项等

‣ 在支持向量分类器中，我们仍然可以采取类似的方法。例如，将𝑑𝑑个特征𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑑𝑑
放大到2𝑑𝑑个特征𝑋𝑋1,𝑋𝑋12,𝑋𝑋2,𝑋𝑋22, … ,𝑋𝑋𝑑𝑑 ,𝑋𝑋𝑑𝑑2，在新的特征空间上构造线性决策边界

‣ 可以证明，同一个样本数据在越高维的空间中越有可能线性可分

‣ 回到原始的𝑑𝑑维特征空间视角来看，得到的决策边界是非线性的

‣ 有太多的方法来放大特征空间，这会带来海量的特征，计算难度失控

‣ 核函数，简单来说就是将低维空间的样本高效地映射到高维空间



Kernel Trick
‣ 第一步：基于 𝒙𝒙 𝒊𝒊 ,𝒙𝒙 𝒋𝒋 (或 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 ) 写出完整算法

‣ 第二步：构造低维到高维特征空间的映射：𝒙𝒙 → 𝜙𝜙(𝒙𝒙)

‣ 第三步：找到一种方法计算𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑇𝑇𝜙𝜙(𝒛𝒛)

‣ 第四步：将算法中的 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 替换为𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛

‣ 优点：在𝜙𝜙的维度非常高或无穷维时仍可高效运行，无需显示计算𝜙𝜙(𝒙𝒙)



例1
‣ 𝒙𝒙 = 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3 𝑇𝑇 ∈ ℝ𝑑𝑑

‣ 注意：为方便展示， 𝑑𝑑 = 3，实际中可能维数很高

‣ 𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑥𝑥𝑗𝑗
𝑇𝑇 ∈ ℝ𝑑𝑑2

‣ 𝜙𝜙(𝒛𝒛) = 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑧𝑧𝑗𝑗
𝑇𝑇 ∈ ℝ𝑑𝑑2

‣ 直接计算𝜙𝜙(𝒙𝒙)或𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑇𝑇𝜙𝜙(𝒛𝒛)需要的时间为𝑂𝑂 𝑑𝑑2 。 Too expensive!



例1
‣ 解决方案：𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 2 = 𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑇𝑇𝜙𝜙 𝒛𝒛

‣ 计算时间大幅下降到了𝑂𝑂 𝑑𝑑

‣ 证明：



例2
‣ 𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 + 𝑐𝑐 2 = 𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑇𝑇𝜙𝜙 𝒛𝒛

‣ 𝑐𝑐控制了一阶项与二阶项的相对权重

‣ 更一般的，𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 + 𝑐𝑐 𝑘𝑘 对应了到 𝑑𝑑+𝑘𝑘
𝑘𝑘 维特征空间的

映射，包含了全部至多𝑘𝑘阶的单项式

‣ 不管𝑘𝑘如何增长，利用核函数𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 的计算量都是𝑂𝑂 𝑑𝑑



支持向量机Support Vector Machine (SVM) 

max
𝛼𝛼

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖 −
1
2
�
𝑖𝑖,𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑗𝑗 𝛼𝛼𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝐾𝐾 𝒙𝒙 𝒊𝒊 ,𝒙𝒙 𝒋𝒋

s. t. 0 ≤ 𝛼𝛼𝑖𝑖 ≤ 𝐶𝐶, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑦𝑦 𝑖𝑖 = 0

‣ 本质：软间隔分类器+核函数，在超高维的特征空间里高效地运行软间隔分类器

‣ 通过引入核函数，我们可以在超高维的特征空间里运行SVM，而将计算复杂度控制在只随特
征维度线性增长

‣ 这样做的好处是什么？我们来看一段视频

‣ 在高维的特征空间中的线性分类超平面，回到原始特征空间中，就是高度非线性的决策边
界



另一个视角：Kernel作为相似性度量

‣ 直觉上来说，如果𝒙𝒙和𝒛𝒛很相似，那么𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑇𝑇𝜙𝜙(𝒛𝒛)会很大；如果𝒙𝒙和𝒛𝒛很不相
似，那么𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑇𝑇𝜙𝜙(𝒛𝒛)会很小

‣ 因此，我们可以将𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 看做𝒙𝒙和𝒛𝒛、 𝜙𝜙(𝒙𝒙)和𝜙𝜙(𝒛𝒛)的相似性度量

‣ 据此，我们可以定义很多核函数。例如高斯核：

𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = exp −
𝒙𝒙 − 𝒛𝒛 2

2𝜎𝜎2

当𝒙𝒙和𝒛𝒛接近时趋近于1，当𝒙𝒙和𝒛𝒛疏远时趋近于0

‣ 问题来了：它可以作为一个合法的核函数使用吗？即，能找到与之对应的𝜙𝜙(⋅)使得
𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑇𝑇𝜙𝜙(𝒛𝒛)成立吗？



核函数合法性

‣ 假设𝐾𝐾 ⋅,⋅ 是一个合法的核函数，我们来看下其满足什么特征

‣ 𝒙𝒙 1 , … ,𝒙𝒙(𝑛𝑛) 表示𝑛𝑛个观测，令𝑲𝑲 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑛𝑛表示kernel矩阵，其元素为：

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐾𝐾 𝒙𝒙 𝑖𝑖 ,𝒙𝒙 𝑗𝑗

‣ 首先， 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑖𝑖 𝑇𝑇
𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑗𝑗 = 𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑗𝑗 𝑇𝑇

𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝑗𝑗𝑗𝑗，说明𝑲𝑲是对称矩阵

‣ 其次，𝑲𝑲是半正定矩阵：对任意向量𝒛𝒛，我们有𝒛𝒛𝑻𝑻𝑲𝑲𝑲𝑲 ≥ 0



核函数合法性

‣ 𝑲𝑲是半正定矩阵：对任意向量𝒛𝒛，我们有𝒛𝒛𝑻𝑻𝑲𝑲𝑲𝑲 ≥ 0

‣ 证明：



核函数合法性

‣ 可以证明，这也是一个充分条件：当𝑲𝑲是一个对称的半正定矩阵时， 𝐾𝐾是一个合法
的核函数，即存在𝜙𝜙(⋅)使得𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝜙𝜙 𝒙𝒙 𝑇𝑇𝜙𝜙(𝒛𝒛)成立

‣ 可以证明多项式核、高斯核都是合法的核函数



常用核函数

‣ 线性核： 𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝑇𝑇𝒛𝒛， 𝜙𝜙 𝒙𝒙 = 𝒙𝒙

‣ 高斯核： 𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = exp − 𝒙𝒙−𝒛𝒛 2

2𝜎𝜎2

‣ 多项式核： 𝐾𝐾 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 + 𝑐𝑐 𝑘𝑘



SVM示例

‣ 多项式核与高斯核



讨论

‣ 核函数在SVM的加持下大放异彩

‣ 事实上，只要可以表示成 𝒙𝒙, 𝒛𝒛 形式的算法，都可以引入核函数

‣ 我们目前学习过的线性回归，逻辑回归，GLM都可以结合核函数，只是相较于SVM应
用少很多

‣ 目前为止，我们关于SVM的讨论都是在binary classification，我们怎么才能延伸
到多分类问题下呢？

‣ 尽管有很多关于多分类SVM推广的讨论，最著名的方法是one-versus-one以及one-
versus-all方法



多分类SVM： One-Versus-One 
‣ 假设我们想要利用SVM进行分类，并且有𝐾𝐾 > 2类

‣ OVO方法构造
𝐾𝐾
2 个SVM，每一个SVM比较一对类别。例如，其中一个SVM用来比较第𝑘𝑘

类与第𝑘𝑘′类并构造两分类SVM

‣ 对于一个测试数据，我们利用每一个SVM分类器对其进行分类，并统计其被分到每
一类中的次数

‣ 最终的分类结果即为次数最多的分类



本章小节

‣ 支持向量分类器（软间隔）

‣ 核函数

‣ 支持向量机



基于ADMM算法求解支持向量机



基于支持向量机原始问题的优化 I

‣ 给定训练样本 𝒵𝒵n = {(𝑦𝑦𝑖𝑖,𝑥𝑥𝑖𝑖)}𝑖𝑖=1𝑛𝑛 ， SVM 标准正则化形式如下

‣ 考虑线性模型: 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝜷𝜷𝑇𝑇𝑥𝑥𝑖𝑖

‣ 上述优化问题变为

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑓𝑓

𝜆𝜆
2
∥ 𝑓𝑓 ∥2 +

1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 0, 1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜷𝜷

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 0, 1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝜷𝜷𝑇𝑇𝑥𝑥𝑖𝑖 +
𝜆𝜆
2
∥ 𝜷𝜷 ∥22



基于支持向量机原始问题的优化 I

‣ 考虑如下拆分

‣ 上述问题的增广拉格朗日函数为

以及约束条件𝜉𝜉𝑖𝑖,𝑎𝑎𝑖𝑖 ≥ 0.

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜷𝜷

1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

n

𝑎𝑎𝑖𝑖 +
𝜆𝜆
2
∥ 𝜷𝜷 ∥22

𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝜷𝜷𝑇𝑇𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 − 𝜉𝜉𝑖𝑖 , 𝑎𝑎𝑖𝑖 ≥ 0, 𝜉𝜉𝑖𝑖 ≥ 0,

ℒ(𝜷𝜷, 𝑎𝑎, 𝝃𝝃,𝝁𝝁) =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑖𝑖 +
𝜆𝜆
2
∥ 𝜷𝜷 ∥22 +

𝜌𝜌
2
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

(1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝜷𝜷𝑻𝑻𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑖𝑖 + 𝜉𝜉𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑖𝑖)2



基于支持向量机原始问题的优化 I

‣ 给定初值 𝜷𝜷0,𝑎𝑎0,𝝃𝝃0,𝜇𝜇0

‣ 假设当前的迭代为第 𝑡𝑡 ≥ 0 步，那么具体的优化迭代步骤如下：

‣ 针对

𝜷𝜷𝑡𝑡+1 = argmin
𝜷𝜷

𝜆𝜆
2
∥ 𝜷𝜷 ∥22 +

𝜌𝜌
2
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

(1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝜷𝜷𝑻𝑻𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝜉𝜉𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡)2

(𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡+1, 𝜉𝜉𝑖𝑖𝑡𝑡+1) = argmin
𝜉𝜉𝑖𝑖,𝑎𝑎𝑖𝑖≥0

1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑖𝑖 +
𝜌𝜌
2
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

(1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝑇𝑇𝜷𝜷𝒕𝒕+𝟏𝟏 − 𝑎𝑎𝑖𝑖 + 𝜉𝜉𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡)2

𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡+1 = 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡 + 1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝑇𝑇𝜷𝜷𝑡𝑡+1 − 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡+1 + 𝜉𝜉𝑖𝑖𝑡𝑡+1

(10
)

(11
)

(12
)



基于支持向量机原始问题的优化 II

‣ 给定初值 𝜷𝜷0,𝑎𝑎0,𝝃𝝃0,𝜇𝜇0, 假设当前的迭代为第 𝑡𝑡 ≥ 0 步，那么具体的优化迭代步骤如下：

重复迭代上述步骤，直到达到指定收敛误差。

𝜷𝜷𝑡𝑡+1 = argmin
𝜷𝜷

𝜆𝜆
2
∥ 𝜷𝜷 ∥22 +

𝜌𝜌
2
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

(1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝜷𝜷𝑻𝑻𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝜉𝜉𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡)2

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡+1 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝑇𝑇𝜷𝜷𝑡𝑡+1 + 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡 − 1/(𝑛𝑛𝑛𝑛), 0}
𝜉𝜉𝑖𝑖t+1 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{−(1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝑇𝑇𝜷𝜷𝒕𝒕+𝟏𝟏) − 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡 , 0}
𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡+1 = 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡 + 1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝑇𝑇𝜷𝜷𝑡𝑡+1 − 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑡𝑡+1 + 𝜉𝜉𝑖𝑖𝑡𝑡+1



基于支持向量机的人脸识别



Outline
‣ 我们使用基于高斯核的非线性支持向量机，对sklearn中的有关人脸的

fetch_lfw_people数据进行分析

‣ 所考虑为62×47像素点的图片，因而采用主成分(PCA)方法进行降维；再用所得到
的主成分与标签拟合支持向量机

‣ 采用pipeline方法



引入需要使用的Python库



算法流程

‣ 从数据集中抽取最少有100张照片的对象组成训练数据集所考虑为62×47像素点的
图片，因而采用主成分(PCA)方法进行降维；再用所得到的主成分与标签拟合支持
向量机

‣ 经过筛选过的数据集如下: 其包含5个人的不同照片，共有1140张，每张照片为
62×47像素



算法流程

‣ 从筛选出的数据集抽取15张图片，并将他们绘制出来



算法流程



算法流程

‣ 这里所考虑的图片为62×47像素点的图片,因为需要考虑的参数的个数为2914 
个。因此我们考虑采用PCA进行降维

‣ 使用PCA提取出前150个主成分,定义相关支持向量机模型

‣ 我们事先划分百分之七十五的数据作为训练集，剩余数据作为测试集



算法流程

‣ 设置相关带调参数的取值，并使用交叉验证选取最优值

‣ 拟合模型，将得到的模型作用在测试集上并画出测试集上的部分结果



预测结果



分析相关结果



分析相关结果
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