
决策树
Decision Tree



OUTLINE

‣ 分类树

‣ 回归树

‣ 树剪枝

‣ R实现



决策树

‣ 以两分类任务为例，我们希望从训练数据集中学得一个模型，用以对新数据进行分类

‣ 这样把样本分类的任务，可看作对 “当前样本属于A类吗？” 这一问题的 “决策” 过程

‣ 顾名思义，决策树基于树状结构进行决策，而这恰恰是人类在面临决策问题时一种很自然
的处理机制

‣ 例如，我们要对 “这是好瓜吗？” 这个问题进行决策时，通常会进行一系列的判断：

‣ 首先， 它是什么颜色？

‣ 如果颜色是 “青绿色”，那么它的根蒂是什么形态？

‣ 如果根蒂是 “蜷缩”，那么它敲起来是什么声音？

‣ 最后我们得出最终决策：这是个好瓜！



例：小猫分类



一个可行的小猫分类决策树

‣ 一个决策树包含一个根结点、若干个内部节点和若
干个叶节点

‣ 叶节点对应于决策结果，其他每个节点则对应于一
个属性测试

‣ 每个节点包含的样本集合根据属性测试的结果被划
分到子节点中

‣ 根结点包含样本全集，从根节点到每个叶节点的路
径对应了一个判定测试序列



可行的决策树有很多

‣ 显然，有的决策树表现好，有的决策树表现不好

‣ 决策树学习的目的：在所有可能的决策树中，找到一颗泛化能力强，即处理从未见
过的观测能力强的决策树



学习过程

‣ 第一步：我们需要决定在根结点用哪个特征

‣ 假设我们决定用 ear shape 作为根节点，根据是
pointy 还是 floppy 将数据分成两类

‣ 第二步：我们需要分别决定在两个子节点上用哪个特征

‣ 假设我们决定在 pointy 指向的子节点用 face shape，
根据是 round 还是 not round 继续将数据分成两类

‣ 最终得到的一类中只有猫，一类中只有狗，分类完成，
形成两个叶节点



学习过程：续



关键问题

‣ 关键问题1：在每个节点，怎样选择使用哪个特征？

‣ 最大化纯度（Maximize purity or minimize impurity）

‣ 那么，上面哪一个特征可以最大化纯度呢？



关键问题

‣ 关键问题2：什么时候停止拆分节点？

‣ 当一个节点中的数据100%属于一个分类

‣ 当拆分一个节点会导致决策树超过设定的最大深度

‣ 当对于纯度的提升小于给定临界值

‣ 当节点中的观测个数少于一定数量



纯度

‣ 当一个集合中全是猫，我们说该集合纯度很高。

‣ 当一个集合中全都不是猫、全是狗，我们也说这个集合纯度很高。

‣ 当一个集合中有猫有狗，该怎么去量化它的纯度呢？



Entropy作为非纯度的测量

‣ 令𝑝𝑘表示第𝑘类样本所占的比例

‣ 例：令𝑝1表示小猫样本所占的比例

‣ 我们用信息熵（Information Entropy）来衡量一组数据的非纯度

‣ 信息熵是信息论中一个非常抽象的概念，是为了量化信息的不确定性而设计的度量。一个
系统越是有序，不确定性越低，信息熵就越低；反之，信息熵就越高

‣ 对一个样本集合𝐷来说，其信息熵定义为

𝐻 𝐷 = − 

𝑘

𝑝𝑘 log2 𝑝𝑘

‣ 计算信息熵时约定：若𝑝𝑘 = 0，则𝑝𝑘 log2 𝑝𝑘 = 0



信息熵：例

‣ 𝐻 𝐷 = −𝑝1 log2 𝑝1 − 𝑝0 log2 𝑝0 = −𝑝1 log2 𝑝1 − (1 − 𝑝1) log2(1 − 𝑝1)

𝒑𝟏 =
𝟏

𝟐
, 𝑯 𝑫 = 𝟏

𝒑𝟏 =
𝟐

𝟔
,𝑯 𝑫 = 𝟎. 𝟗𝟐

𝒑𝟏 =
𝟓

𝟔
, 𝑯 𝑫 = 𝟎. 𝟔𝟓

𝒑𝟏 =
𝟔

𝟔
, 𝑯 𝑫 = 𝟎

𝒑𝟏 =
𝟎

𝟔
,𝑯 𝑫 = 𝟎



选择划分：信息增益

‣ 构造决策树时，我们选择使用哪个特征进行划分的方式是：

哪个特征可以最大程度地 增大纯度 / 减小非纯度 / 减小信息熵

‣ 在决策树学习中，信息熵的减小被称作信息增益（Information Gain）

‣ 特征 A 的信息增益越大，说明信息熵的减小更多，意味着使用特征 A 进行划分所
获得的纯度提升越大



选择划分：信息增益

‣ 给定这三个划分根节点的选择，哪一个最好呢？

‣ 与其肉眼观察并比较这些信息熵的值，更好的方式是考虑它们的加权平均

‣ 背后思想：节点有很多的观测且很高的信息熵，要比有很少的观测且很高的信息熵
情况要坏

‣ 根据分支的观测数量对信息熵加权，观测数量越多，信息熵权重越大
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选择划分：信息增益
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信息增益：正式定义

‣ 用特征a对样本集D进行划分的信息增益：

Gain(𝐷, 𝑎) = 𝐻 𝐷 − 

𝑣

𝐷𝑣
𝐷

𝐻(𝐷𝑣)

‣ 通过信息增益，我们就掌握了如何对一
个单一的节点选择拆分特征的方法

‣ 著名的ID3决策树算法（Quinlan, 1986）
就是以信息增益为准则来选择划分属性

𝑫：

𝑫𝟐：𝑫𝟏：



基于信息增益的决策树学习全过程

‣ 从根节点的所有训练数据出发

‣ 对所有的特征计算信息增益，选取信息增益最大的特征进行划分

‣ 根据所选择的特征划分训练数据，并创造出决策树的左右分支

‣ 重复划分过程，直到满足停止准则。停止准则可能是下列的一个或多个的组合：

‣ 当一个节点中的数据100%属于一个分类

‣ 当拆分一个节点会导致决策树超过设定的最大深度

‣ 当拆分的信息增益小于一定的临界值

‣ 当节点中的观测数量小于一定的临界值

‣ 当叶节点中不是100%属于一个分类时，这个叶节点所标识的类别通过大多数原则
(majority class criterion) 确定



全过程演示



讨论

‣ 在我们决定了使用哪个特征作为根节点之后，我们构造左边和右边子树的方式是：

‣ 分别对一部分子集和另一部分子集构造决策树

‣ 这些子节点又可以作为子决策树的根节点，向下延伸子树

‣ 在计算机科学中，这叫做递归算法（Recursive Algorithm）：在根部构建决策树
的方法是在左侧和右侧子分支中构建其他较小的决策树。

‣ 这也是为什么决策树的软件实现都会涉及到递归算法



连续特征

‣ 现在除了三个两分类特征以外，我们有了一个连续特征

‣ 我们要在这四个特征中决定对哪个进行划分

‣ 怎样对连续特征进行拆分呢？



拆分连续特征
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‣ 在实际中，我们会考虑更多的拆分临界值，
从中选取一个信息增益最大的

‣ 一个常用的做法是把所有数据根据连续特征
的大小排序，选择所有两个观测之间的中位
点

‣ 如果在最优临界值点处的信息增益大于其他
所有的特征得到的信息增益，那么我们就选
择这个连续变量进行拆分



决策树优缺点

‣ 决策树非常好解释

‣ 一些人认为决策树最能近似刻画人类决策的真实过程

‣ 决策树可以可视化，可以轻易地对非专业人士解释

‣ 决策树可以轻松处理分类特征而不用创造哑变量

‣ 不幸的是，决策树往往没有其他分类方法的预测精度

‣ 另外，决策树可能非常不稳健。 换句话说，数据的一个小变化可能会导致最终估计的树发
生大的变化。

‣ 然而，通过聚合许多决策树，使用 bagging、随机森林和 boosting 等方法，可以显著提
高树的预测性能。



回归树

‣ 目前为止，我们都是用决策树解决分类问题

‣ 决策树能不能解决回归问题呢？



回归树

‣ 假设我们已经构建好了一个决策树如图所示

‣ 这时如果有一个新的数据（Pointy & Round），我
们该如果对其响应变量进行预测呢

‣ 预测值：所对应的叶节点当中训练数据的响应变量
平均值 8.35 9.2 17.7 9.9



回归树：选择拆分

‣ 回归树不再根据信息熵来选择拆分节点，而是根据方差来选择拆分节点

‣ 方差越大，表示该节点的数据越分散，越不像是来自同一类，预测效果就越差。

‣ 准则：选择具有最大方差下降的拆分特征
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过拟合

‣ 可以想像，如果有非常多的特征，最终完整的决策树可能非常庞大，有很多叶节点

‣ 在决策树学习中，为了尽可能正确分类训练样本，节点划分过程将不断重复，造成
分支过多

‣ 此时，对训练数据学习的太好，很容易导致过拟合问题

‣ 一个更小的决策树有着更少的节点，可以在牺牲一点偏差的代价下带来更低的方差
和更强的可解释性

‣ 对决策树进行剪枝可以有效地做到这一点，从而解决过拟合



决策树剪枝 (Pruning)

‣ 决策树的剪枝有两种思路：预剪枝 (pre-pruning) 和后剪枝 (post-pruning)

‣ 预剪枝：在构造决策树的同时进行剪枝。

‣ 在降低信息熵的过程中，为了避免过拟合，可以设定一个阈值，熵的减小量如果
大于这个阈值，则继续创建分支。

‣ 也可以是别的指标：如比较剪枝前后的分类错误率或RSS，前提是有一个测试集

‣ 这样的方法在实际中经常表现不好，过于短视：一个没必要拆分的节点可能紧接
着一个非常值得拆分的节点。

‣ 后剪枝：先从训练集生成一颗完整的决策树，从下往上对非叶节点进行考察

‣ 如果一个结点满足剪枝条件，则将该结点对应的子树替换为叶节点



后剪枝：Cost complexity pruning 

‣ 代价复杂度剪枝不需要额外的测试数据集

‣ 对任意子树𝑇 < 𝑇𝑚𝑎𝑥，我们将其复杂度定义为|𝑇|，即𝑇中叶节点的数量

‣ 令𝛼 ≥ 0代表复杂度正则化参数，每一个𝛼的取值都对应着一个子树𝑇使得
𝑅𝛼 𝑇 = 𝑅 𝑇 + 𝛼|𝑇|

尽可能小。𝑅 𝑇 可以是 𝑇的训练分类错误率，RSS等指标

‣ 𝛼控制了子树𝑇的复杂度和对训练数据拟合效果之间的平衡

‣ 𝛼 = 0时，没有任何正则化，得到的就是完整的决策树

‣ 当𝛼增大时，一个有很多叶节点的树要付出更多代价，所以最小化𝑅𝛼 𝑇 会倾向于
得到更小的子树

‣ 选择𝛼：交叉验证



几种非参回归方法的比较

‣ 非参数回归

‣ 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝒙 = 𝑚 𝒙 ,𝑿 ∼ 𝒑(𝑿)

‣ 函数𝑚 𝒙 的具体形式未知 (e.g. 线性模型)，理论推导通常对其光
滑性进行假设(e.g. 属于Sobolev空间，Hölder 空间)

‣ 采用不同的方法对𝑚(𝒙)建模

‣ 决策树 (Decision tree)

‣ 核光滑 (kernel smoothing method)

‣ 𝑘近邻 (𝑘-nearest neighbours)

：



核光滑 (KERNEL SOOTHING METHOD)

‣ 𝑚 𝒙 = 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝒙 =
∫ 𝑦𝑝 𝒙,𝑦 𝑑𝑦

𝑝(𝒙)

‣ 估计两个密度函数𝑝 𝒙 , 𝑝(𝒙, 𝑦)

‣ 核密度估计 (kernel density estimation)

‣  𝑝 𝒙 =
1

𝑛ℎ
 𝑖=1
𝑛 𝐾(

𝒙𝑖−𝒙

ℎ
)

‣ ℎ: 窗宽， 𝐾 ⋅ : 核函数

‣ 超参数ℎ控制平滑程度，ℎ越大越平滑



核光滑 (KERNEL SOOTHING METHOD)

‣ 将估计量代入：𝑚 𝒙 = 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝒙 =
∫ 𝑦𝑝 𝒙,𝑦 𝑑𝑦

𝑝(𝒙)

‣  𝑚𝑘𝑠 𝒙 =
1

𝑛ℎ
 𝑖=1
𝑛 𝐾

𝒙𝑖−𝒙

ℎ
⋅ 𝑦𝑖

‣ 写成加权平均的形式

‣  𝑚𝑘𝑠 𝒙 =
1

𝑛
 𝑖=1
𝑛 𝑤𝑘𝑠 𝒙𝒊 ⋅ 𝑦𝑖

‣ 其中𝑤𝑘𝑠 𝒙𝒊 =
1

ℎ
𝐾(

𝒙𝒊−𝒙

ℎ
)是

𝑝 𝒙,𝑦

𝑝(𝒙)
的估计

‣ 超参数ℎ的选取需要做交叉验证



几种非参回归方法的比较

‣ 决策树

‣  𝑚𝑑𝑡 𝒙 =
1

𝑛𝒙
 i=1
𝑛 𝕀{𝒙𝑖∈𝒜𝒙} ⋅ 𝑦𝑖 ，𝑛𝑥 = #{𝒙𝑖 ∈ 𝒜𝒙}

‣ 𝒜𝒙为𝒙所在的叶子节点区域，𝑛𝒙为该区域的样本量

‣ 核光滑

‣  𝑚𝑘𝑠 𝒙; ℎ =
1

𝑛
 𝑖=1
𝑛 1

ℎ
𝐾

𝒙𝑖−𝒙

ℎ
⋅ 𝑦𝑖

‣ 𝑘近邻

‣  𝑚𝑘𝑛𝑛 𝒙; 𝑘 =
1

𝑘
 𝑖=1
𝑛 𝕀{𝒙𝑖∈𝒩𝑘} ⋅ 𝑦𝑖

‣ 𝒩𝑘为距离𝒙最近的𝑘个点的集合



几种非参回归方法的比较

‣ 三种非参回归方法都是加权平均的形式，不同点在于权重的定义

‣ 三者权重都涉及到超参数的选取

‣ 决策树的权重是数据驱动的 (data adaptive)

‣ 核光滑的权重涉及到密度估计，当𝒙的维度很高时效果不好

‣ 𝑘近邻的权重与定义的度量有关，需要对数据有一定的先验信息

‣ 因此当我们对数据没有足够的先验信息并且𝒙的维度很高时，决策树
具有一定的优势



本章小节

‣ 决策树学习过程

‣ 拆分特征选择

‣ 信息熵、信息增益

‣ 连续特征

‣ 回归树

‣ 树剪枝

‣ ……


