
无监督学习
Unsupervised Learning



OUTLINE

‣ 主成分分析

‣ 聚类分析

‣ R实现



无监督学习

‣ 我们之前研究了回归问题和分类问题

‣ 区别在于响应变量是离散或连续

‣ 如果没有响应变量？

‣ 对响应变量的预测不再重要

‣ 我们更关心特征自身的性质



无监督学习

‣ 无监督学习更困难

‣ 无监督意味着没有简单的目标和标准

‣ 如何检验机器学习的结果？



主成分分析

‣ 广泛的用途

‣ 有效降低数据的维度

‣ 图像识别

‣ 图像去噪

‣ 几种视角

‣ 最大方差投影；

‣ 最小重构误差;

‣ 针对某些参数的概率模型

‣ 线性流形(Manifold)对齐.



最大方差投影

‣ 尝试找到一个方向，能够最大程度解
释方差

‣ 如果我们将数据投影到长轴上，投影
之后方差最大

‣ 如果我们将数据投影到短轴上，投影
之后方差最小



最大方差投影

‣ 考虑坐标变换



最大方差投影

‣ 3 维情况下，想找到一个平面



最大方差投影

‣ 给定训练样本 𝑥𝑖 𝑖=1
𝑛 ，其中𝑥𝑖 ∈ ℛ𝑑.

‣ 假设𝑥𝑖已被中心化，即满足 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 = 0

‣ 我们尝试找到方向𝑣，使得原始数据在该方向上的投影𝑧 = 𝑥𝑇𝑣方差最大。

‣ 显然，计算可得
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最大方差投影

‣ 具体的优化问题可写为:
max

𝑣
𝑣𝑇𝑆𝑣 𝑠. 𝑡. 𝑣 2 = 1.

‣ 求解带限制的优化问题，使用拉格朗日乘子法:
𝐿 𝑣, 𝜆 = 𝑣𝑇𝑆𝑣 + 𝜆(1 − 𝑣 2)

‣ 求导得到
𝜕𝐿 𝑣, 𝜆

𝜕𝑣
= 2𝑆𝑣 − 2𝜆𝑣 = 0 ⟹ 𝑆𝑣 = 𝜆𝑣.

‣ 因而，最优的𝑣, 为其最大的特征根所对应的特征向量.



最大方差投影

‣ 想一想 如何求解第二个主成分?

‣ max
𝑣

𝑣𝑇𝑆𝑣 𝑠. 𝑡. 𝑣 2 = 1, 𝑣1
𝑇𝑣 = 0.

‣ 主成分之间正交



最小重构误差

‣ 给定训练样本 𝑥𝑖 𝑖=1
𝑛 ，其中𝑥𝑖 ∈ ℛ𝑑.

‣ 假设𝑥𝑖已被中心化，即满足 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 = 0

‣ 考虑一组正交基𝑢1, … , 𝑢𝑑 ∈ ℛ𝑑，进而有

𝑥𝑖 =  𝑗=1
𝑑 𝛼𝑖𝑗𝑢𝑗 ，其中𝛼𝑖𝑗 = 𝑢𝑗

𝑇𝑥𝑖

‣ 我们考虑其在子空间的投影:

 𝑥𝑖 =  

𝑗=1

𝐾

𝛼𝑖𝑗𝑢𝑗



最小重构误差

‣ PCA 尝试去最小化下述重构误差
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最小重构误差

‣ 其优化问题可以写为

min
uj,j=1,…,𝐾

 

𝑗=𝐾+1

𝑑

𝑢𝑗
𝑇𝑆𝑢𝑗 , 𝑠. 𝑡. 𝑢𝑗

2
= 1

‣ 即等价于前K 个最大特征向量



主成分数量

‣ 主成分分析提供了数据的低维近似

‣ 在低维近似中，我们损失了多少信息？

‣ 统计学中用方差刻画信息
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𝑀𝑆𝐸 𝑜𝑓 𝐾−𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

‣ 被解释方差的比例（PVE）随M上升



主成分数量

‣ 主成分分析提供了数据的低维近似

‣ 在低维近似中，我们损失了多少信息？

‣ 统计学中用方差刻画信息
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‣ 被解释方差的比例（PVE）随M上升



主成分分析

‣ 左图为每个主成分的PVE，右图为累积PVE



主成分分析



聚类分析

‣ 聚类分析的目标是在一定准则下将观测数据划分为几类

‣ 每个数据只能属于其中一类，不能属于多个类，各类之间的数据没有交集

‣ 设𝐶1, … , 𝐶𝐾是表示数据指标的𝐾 个集合，对应数据的𝐾 个类别。假设𝐶1 ∪ ⋯∪
𝐶𝐾 = 1,… , 𝑛 , 𝐶𝑗 ∩ 𝐶𝑘 = 𝜙

‣ 每个数据所属的集合用潜变量𝑧𝑖 ∈ {1,… , 𝐾}表示



K-均值

‣ 最常见的聚类分析方法之一，可作为比较基准或其它方法初值。

‣ 目标函数

min  
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‣ 等价形式
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‣ 𝜇𝑘是第k个聚类的均值



K-均值

1. 初始化：随机分配K个数作为初始均值𝜇1
0
, … , 𝜇𝑘

0

2. 迭代直到目标函数收敛：

a) 将每个样本点分配到距离最近的聚类

𝑧𝑖
𝑡+1

= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑘 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘
𝑡

2

b) 计算聚类均值

𝜇𝑘
(𝑡+1)

=
 𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖𝐼 𝑧𝑖
𝑡+1

= 𝑘

 𝑖=1
𝑛 𝐼 𝑧𝑖

𝑡+1
= 𝑘



K-均值

‣ 除了初始化聚类均值，也可以初始化潜变量

‣ 给每个样本点随机分配1到K中的一个数𝑧1
0
, … , 𝑧𝑛

0

‣ 计算初始化聚类均值

𝜇𝑘
(0)

=
 𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖𝐼 𝑧𝑖
0

= 𝑘
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𝑛 𝐼 𝑧𝑖

0
= 𝑘

‣ 重复K-均值算法中的迭代



K-均值



K-均值

‣ 计算简单高效，每步迭代中目标函数取值不会上升。

‣ 需要提前给出K的取值

‣ 不能保证找到全局最优解

‣ K-均值的结果与初始化相关

‣ 考虑多个初始值下聚类的比较



K-中心点

‣ K-均值算法对异常值敏感

‣ 对异常值敏感是均值的性质和缺点

‣ 如果希望得到对异常值的稳健性，需要考虑将均值替换为中心点

‣ 均值受右端的异常值影响，中心点则几乎不受影响



K-中心点

‣ K-中心点算法是K-均值算法的推广。

‣ 使用中心点替代均值，等价于将目标函数中的𝐿2范数替换为𝐿1范数
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‣ 等价形式
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‣ 𝑚𝑘是第k个聚类的中心点



K-中心点

1. 初始化：随机选择数据中K个点作为初始中心点𝑚1
0
, … ,𝑚𝑘

0

2. 将每个非中心样本点分配到距离最近的聚类

𝑧𝑖
𝑡+1

= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑘 𝑥𝑖 − 𝑚𝑘
𝑡

1

3. 计算目标函数

 

𝑘=1

𝐾

 

𝑖∈𝐶𝑘

𝑥𝑖 − 𝑚𝑘
𝑡

1

4. 随机交换非中心样本点𝑥𝑖与中心点𝑚𝑘
𝑡
，重复步骤2,3，如果目标函数增加，撤销

交换，如果目标函数减小，继续随机交换直到目标函数收敛



K-中心点

‣ 相比K-均值算法，对异常值点更稳健

‣ 不适用于非球形分布的聚类分析

‣ 不能保证找到全局最优解

‣ K-中心点的结果与初始化相关

‣ 对大规模数据的表现一般



基于模型的聚类方法

‣ 假设给定潜变量𝑧𝑖时，𝑥𝑖服从特定的分布

‣ 一般假设𝑧𝑖 ∼ 𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝜋1, … , 𝜋𝑘)

‣ 假设给定𝑧𝑖 = 𝑘时，𝑥𝑖 ∼ 𝑁(𝜇𝑘 , Σ𝑘)

‣ 这给出了高斯混合模型

𝑥𝑖 ∼  

𝑘=1

𝐾

𝜋𝑘𝑁(𝜇𝑘 , Σ𝑘)

‣ 我们感兴趣的参数为𝜃 = 𝜋𝑘 , 𝜇𝑘 , Σ𝑘 , 𝑘 = 1,… , 𝐾



高斯混合模型

‣ 首先，给出似然函数
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𝑛
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𝐾
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𝑖=1

𝑛

 

𝑘=1

𝐾

𝜋𝑘

1

Σ𝑘
1/2

exp −
1

2
𝑥𝑖 − 𝜇𝑘

𝑇Σ𝑘
−1 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘

‣ 取对数得到

l 𝜃 𝑥 =  

𝑖=1

𝑛

log  

𝑘=1

𝐾

𝜋𝑘

1

Σ𝑘

1
2

exp −
1

2
𝑥𝑖 − 𝜇𝑘

𝑇Σ𝑘
−1 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡

‣ 无法进一步化简从而给出显示解



高斯混合模型

‣ 引入潜变量𝑧𝑖，得到完全似然函数

 

𝑖=1

𝑛

 

𝑘=1

𝐾

𝜋𝑘𝑁 𝜇𝑘 , Σ𝑘
𝐼(𝑧𝑖=𝑘)

‣ 取对数得到

l 𝜃 𝑥 =  

𝑖=1

𝑛

(log 𝜋𝑘 + log𝑁 𝜇𝑘 , Σ𝑘 )𝐼(𝑧𝑖 = 𝑘) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡

‣ 通过EM算法得到参数估计



高斯混合模型

‣ 计算E-step: 给定当前迭代参数𝜃 𝑡



高斯混合模型

‣ 计算M-step:

‣ 对𝜇𝑘 , Σ𝑘求导得到



高斯混合模型

‣ 由于 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘
𝑇Σ𝑘

−1 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘 是标量，因此

𝑥𝑖 − 𝜇𝑘
𝑇Σ𝑘

−1 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘 = 𝑡𝑟 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘
𝑇Σ𝑘

−1 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘

= 𝑡𝑟 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘
𝑇Σ𝑘

−1

‣ 求解𝜇时利用了Σ为正定矩阵

‣ 求解Σ利用了
𝜕

𝜕Σ−1 log Σ−1 = Σ和

𝜕

𝜕Σ−1
𝑡𝑟 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘

𝑇Σ𝑘
−1 = 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘 𝑥𝑖 − 𝜇𝑘

𝑇



高斯混合模型

‣ 注意到 𝑘=1
𝐾 𝜋𝑘 = 1，求解带约束条件的优化问题



高斯混合模型

‣ 容易看出，如果令𝜋𝑘 =
1

𝐾
, Σ𝑘 = 𝜖𝐼, 𝐼是单位矩阵，我们不需要更新𝜋𝑘和Σ𝑘，则E步中

𝛾𝑖𝑘 =
𝑁 𝑥𝑖 𝜇𝑘 , 𝜖𝐼

 𝑗=1
𝐾 𝑁 𝑥𝑖 𝜇𝑗 , 𝜖𝐼

=
exp −

𝑥𝑖 − 𝜇𝑘
2

2𝜖

 𝑗=1
𝐾 exp −

𝑥𝑖 − 𝜇𝑗
2

2𝜖

‣ 当𝜖 → 0，𝛾𝑖𝑘 = 1当且仅当𝑘 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑗‖𝑥𝑖 − 𝜇𝑗‖^2

‣ 此时高斯混合模型的EM 算法退化为K 均值算法



本章小节

‣ 主成分分析

‣ 聚类分析

‣ ……


