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回顾：线性回归

‣ 考虑随机变量 x, y , 其中(x, y) ∈ 𝑅.

‣ 在线性模型下，我们常假设
E 𝑦 𝑥 = 𝛽0 + 𝑥𝛽

‣ 针对复杂的数据，仅使用一条直线去拟合往往会导致较差的精度

‣ 由上图可清楚地看出，线性模型并不能够准确地刻画数据的变化趋势

‣ 这时我们需要考虑非线性模型来提高精度



多项式回归

‣ 考虑随机变量 𝑥, 𝑦 , 其中𝑥 ∈ 𝑅𝑝, 𝑦 ∈ 𝑅. 

‣ 多项式回归模型通过将线性回归函数替换为多项式回归函数来扩展简单线性回归，
其所考虑的模型如下

𝑦 = 𝛽0 +  

𝑗=1

𝑑

𝛽𝑗
𝑇 xj + ϵ

‣ 由上式可知，多元线性回归模型可以看作是多项式回归模型的一 个特例 ( 𝑑 = 1 )。

‣ 因此可以采用与线性回归模型相同的估计方法得到有关回归系数的估计。



多项式回归

‣ 令 𝜃 = (𝛽0, 𝛽1
𝑇 , … , 𝛽𝑑

𝑇)𝑇∈ 𝑅𝑑𝑝+1 以及  𝑥 = (1, 𝑥 𝑇 , 𝑥1 𝑇 , … , 𝑥𝑑 𝑇
)𝑇∈ 𝑅𝑑𝑝+1,

𝑦 = 𝛽0 +  

𝑗=1

𝑑

𝛽𝑗
𝑇 xj + ϵ = 𝜃𝑇  𝑥 + 𝜖.

‣ 给定样本 𝑍𝑛 = 𝑦𝑖 , 𝑥𝑖 𝑖=1
𝑛 ，类似于最小二乘估计方法，求解如下的优化问题

 

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − 𝜃𝑇  𝑥𝑖
2

‣ 一般情况下，𝑑 的取值为 2,3,4, 并且只有在极少情况下 𝑑 ≥ 4。

‣ 通常，会预先将样本中心化。



一个采用四阶多项式逻辑回归的例子

‣ 左上图表明数据中存在两个不同的组，即工资可能来自两组不同的人群。

‣ 因而采用回归模型拟合上述数据并不是一个好的选择。



多项式逻辑回归

‣ 构造一个二分类响应变量：

𝑦 = 1 : 表示年收入超过 25 万元；

𝑦 = 0 : 表示年收入低于 25 万元。

‣ 给定样本 𝑍𝑛 = 𝑦𝑖 , 𝑥𝑖 𝑖=1
𝑛 , 多项式逻辑回归考虑如下模型

lo𝑔𝑖𝑡(Pr 𝑦𝑖 = 1 𝑥𝑖 ) = 𝛽0 +  

𝑗=1

𝑑

𝛽𝑗
𝑇 𝑥𝑖

𝑗
= 𝜃𝑇  𝑥𝑖

‣ 使用极大似然估计得到相关参数的估计值

min
𝜃∈𝑅𝑑𝑝+1

−
1

𝑛
 𝑖=1

𝑛 {𝑦𝑖  𝑥𝑖
𝑇𝜃 − log(1 + 𝑒 𝑥𝑖

𝑇𝜃)}

‣ 可使用NR算法或梯度下降法。



交叉项回归模型

‣ 上面的模型中，只考虑了每个自变量单独对因变量的影响;

‣ 在实际数据处理中，如在基因数据中，基因之间往往有着交互的作用。

‣ 当模型中有多个预测变量时，可以考虑变量之间的交互作用。

‣ 比如，假设模型中有两个自变量 𝑥1, 𝑥2 , 可以考虑将它们之间的交互项
(interaction term) 引入模型中，即

𝐸 𝑦 𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛾12𝑥1𝑥2

‣ 令𝜃 = 𝛽0, 𝛽1, 𝛽2, 𝛾12
𝑇 ,  𝑥 = 1, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥1𝑥2

𝑇，可得到 𝐸 𝑦 𝑥 = 𝜃𝑇  𝑥



交叉项回归模型

‣ 给定训练样本 𝑍𝑛 = 𝑦𝑖 , 𝑥𝑖 𝑖=1
𝑛 ，其中 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 ∈ 𝑅2. 

‣ 可以参考线性回归的方法得到有关系数的估计

min
𝜃∈𝑅4

 

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − 𝜃𝑇  𝑥𝑖
2

其中 𝑥𝑖 = 1, 𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, 𝑥𝑖1𝑥𝑖2
𝑇。



分段常函数

‣ 分段常函数提供了一种可以局部近似非线性结构的有效方法

‣ 其将连续型变量转化为有序的二进制变量

‣ 考虑随机变量(y, 𝑥) , 其中𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅

‣ 令 𝑐1, … , 𝑐𝐾表示 𝑥 取值范围内的 𝐾 个截断点

‣ 构造 𝐾 + 1 个局部函数:

（其中𝐼(⋅)表示示性函数）



分段常函数

‣ 显然，对于任意 𝑥 的一个观测值x𝑖, 其只能属于这 𝐾 + 1 个区间中的一个, 即

‣ 因而，假设数据由如下模式产生

‣ 拟合函数在点 𝑥0处的估计值为

‣ 显然，回归函数由许多个分段常数函数所组成

‣ 有关参数的估计即为落在此区间内样本响应变量的均值



使用分段常函数函数拟合的例子



分段多项式

‣ 分段多项式模型在 𝑥 的定义域内分段拟合一些低阶的多项式

‣ 考虑一维情况 𝑥 ∈ 𝑅，将 𝑥 的定义域分为两部分，并且在每段内拟合一个三次多项
式回归模型

‣ 因而，假设数据由如下模型产生

其中C 𝑥𝑖 = 𝐼 𝑥𝑖 ≥ 𝑐 ，以及 𝑐 表示进行分段的节点（Knot）

‣ 上述模型可写为

‣ 采用更多的节点会产生一个更加灵活的 (flexible)拟合函数



一个二分段多项式拟合的例子

‣ 下图展示了使用两段三次多项式拟合年龄与收入的关系。



连续分段多项式

‣ 上图中拟合曲线存在一些问题：

‣ 预测的工资收入在年龄 50 时有一个不连续的跳跃

‣ 为了解决上述问题，可以针对所拟合的多项式函数添加相关的约束条件

‣ 一个常常用到的约束条件为：拟合曲线在节点处必须是连续的

‣ 此外，为了使所得到的拟合函数更加平滑，还可以要求拟合的分段多项式函数的导
数必须是连续的，这样就得到了非线性回归中常用的平滑样条函数



两个例子

左图：连续的分段多项式函数；右图：有着连续的一阶以及二阶导数的分段多项式
函数



基函数

‣ 以上分段常函数以及分段多项式函数的例子中，都是在 𝑥 定义域内的每一分段内拟
合一个单独的函数

‣ 更一般化来看，可以将这些拟合的函数看作一组基函数

‣ 通常，假设如下的一般形式：

𝑦𝑖 = 𝑓⋆ 𝑥𝑖 + 𝜖𝑖 , 其中 𝑓⋆ 𝑥𝑖 =  𝑘=1
𝑚 𝛽𝑘ℎ𝑘(𝑥𝑖), 

‣ 这里ℎ1 ⋅ , … , ℎ𝑚 ⋅ 为固定且已知的基函数

‣ 分段常数函数：ℎ𝑘 𝑥 = 𝐼 𝑐𝑘 ≤ 𝑥 < 𝑐𝑘+1 ;

‣ 分段多项式函数： ℎ𝑘 𝑥 = 𝑥k;

‣ 平滑样条函数：三次样条，B样条等。



例子:分段线性拟合



例子：分段线性拟合

‣ 蓝线表示真实模型，误差项服从高斯分布，𝜉1, 𝜉2表示事先选定的节点 (knots); 

‣ 第一张图：ℎ1 𝑥 = 𝐼 𝑥 < 𝜉1 , ℎ2(𝑥) = 𝐼(𝜉1 ≤ 𝑥 < 𝜉2) 以及 ℎ3 𝑥 = 𝐼 𝜉2 ≤ 𝑥 ;

‣ 有关 𝛽 的估计即为落在区间内所有样本 𝑦 的均值; 

‣ 第二张图：除上述 ℎ1(𝑥), ℎ2(𝑥), ℎ3(𝑥) 之外，引入 ℎ4 𝑥 = ℎ1 𝑥 𝑥,
ℎ5(𝑥) = ℎ2(𝑥)𝑥 以及 ℎ6(𝑥) = ℎ3(𝑥)𝑥;

‣ 第三张图：添加连续性条件在节点处值相等;

‣ 等价于引入：ℎ1(𝑥) = 1, ℎ2(𝑥) = 𝑥, ℎ3(𝑥) = 𝑥 − 𝜉1 + 以及 ℎ4(𝑥) = 𝑥 − 𝜉2 +;

‣ 在处理实际数据中，我们更倾向于得到一些更为平滑的拟合; 



例子: 平滑拟合



例子: 平滑拟合

‣ 蓝线表示真实模型，误差项服从高斯分布，𝜉1 , 𝜉2 表示事先选定的节点 (knots);

‣ 第四张图中的函数也被成为三次样条 (Cubic spline): 

‣ 上述基函数所构成的拟合函数具有连续的一阶及二阶导数， 也被成为三次样条函数



三次样条

‣ 三次样条 (Cubic spline) 是具有连续一阶和二阶导数的连续分段多项式

‣ 有着 K 个节点 (knots) 的三次样条函数可表达为

‣ 其中基函数为 1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3 以及

‣ 这里 𝜉𝑘 表示所选取的𝐾个节点



三次样条

‣ 自然样条函数在预测变量取值的边界可能有着较大的方差

‣ 自然三次样条要求拟合模型在预测变量边界处是线性的



节点个数的选取

‣ 上述基于样条函数方法的拟合效果在一定程度上均依赖于节点个数的选取. 

‣ 节点 (knots)可以通过均匀设计的方式进行选取

‣ 比如针对上图中，如果 𝑘 = 3，可以选取有关变量 Age 的第25，50以及75分位点
作为结点

‣ 也可以采取一些更为复杂的方法来设定结点以达到不同的目的

‣ 事实上，有关结点个数的设定会影响拟合模型的复杂度(自由度，因而可以通过交
叉验证的方法选取最优的结点数) 



节点个数的选取



平滑样条

‣ 基于三次样条的非线性模型需要通过一些准则来得到最优的节点数，因而有着较大
的计算量 (如利用交叉验证等方法) 

‣ 平滑样条通过采用最大节点数来避免有关节点选择的问题，并且通过引入正则化项
来控制拟合模型的复杂度



平滑样条

‣ 平滑样条尝试在所有具有二阶导数连续的函数中找到一个函数 𝑓 使其最小化如下
问题

‣ 第一项促使 𝑓 能够尽可能好地拟合数据

‣ 第二项为正则化项，其惩罚有关 𝑓 的复杂度。

‣ 其中 𝑓′′(𝑡) 度量了有关 𝑓 的平滑度 (二阶可导) 

‣ 𝜆 ≥ 0为可调参数: 

‣ 当 𝜆 = 0, 𝑓 可以是任何在样本间的插值函数;

‣ 当 𝜆 = ∞, 𝑓 只能是线性函数(二阶导数需全为零). 



平滑样条

‣ 根据不同的数据类型，可以考虑使用不同的损失函数：

‣ 如平方损失函数 、分位数损失函数 、逻辑损失函数 、hinge 损失函数

‣ 事实上，(1) 所考虑的函数空间为一个无穷维的函数空间 (Soblev 函数空间) 

‣ 更重要的是 (1) 有着唯一的，以 𝑥1, … , 𝑥𝑛 为节点的显示解，其可表达为

‣ 这里 𝑛𝑗(𝑥) = 𝑛𝑥𝑗
(𝑥) 表示以 𝑥𝑗 为节点的基底函数 (自然样条函数的一组基)。



平滑样条

‣ 将 (2) 代入 (1) 中，可以得到

‣ 求解可得

‣ 针对新的样本 𝑥0, 所得到的估计为



注意事项

‣ 上式中得到的  𝑓(𝑥)可以被证明具有以下几点性质: 

‣  𝑓(𝑥) 为一个取 𝑥1 , … , 𝑥𝑛 为节点的分段三次多项式函数；

‣ 在每一个节点处，  𝑓(𝑥)都有着连续的一阶以及二阶导数；

‣ 它在端点结点以外的区域里是线性的

‣ 平滑样条可以看作是一个以𝑥1 , … , 𝑥𝑛为节点的自然三次样条

‣ 但是它与三次样条有着不同的基函数

‣ 事实上，其可以看作是一个具有收缩估计结果的自然三次样条， 其收缩水平由 𝜆
所控制



待调参数

‣ 当 𝜆 = 0 时，正则化项将不起作用，并且 𝑓 将会在训练集中进行插值拟合. 

‣ 当 𝜆 → ∞ 时，平滑样条退化为简单线性回归

‣ 可见，𝜆 控制着平滑样条的偏差与方差平衡，

‣ 不同的 𝜆 值会导致不同的估计函数  𝑓𝜆

‣ 最优的 𝜆 可以通过交叉验证进而得到



一个平滑样条的例子



局部回归

‣ 局部回归 (Local regression)尝试利用给定点 𝑥0 附近的训练样本拟合一个简单
的回归模型

‣ 得到距离 𝑥0 最近的 𝑠 个训练样本点，记为 𝒩(𝑥0)

‣ 对每个训练样本点 𝑥𝑖 ∈ 𝒩(𝑥0), 根据其距 𝑥0 的距离赋予相应的权重 𝐾ℎ(𝑥𝑖 , 𝑥0),
这里 ℎ 表示所考虑近邻的范围

‣ 对于那些离 𝑥0 较远的样本点, 其所对应的权重值越小

‣ 一个例子：K 近邻法



K近邻法

‣ 考虑样本 𝑍𝑛 = 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 𝑖=1
𝑛 ，其中 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑝 , 𝑦𝑖 ∈ 𝑅. 

‣ 给定 𝑘 以及一个新样本点 𝑥0, k近邻法进行如下预测
 𝑓 𝑥0 = 𝐴𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒(𝑦𝑖|𝑥𝑖 ∈ 𝒩𝑘(𝑥0)), (3)

‣ 其中 𝒩𝑘(𝑥0) 表示在欧式距离下距离 𝑥0 最近的 𝑘 个点

‣ 这里(3)被用来当作对 𝐸[𝑦|𝑥] 的估计

‣ 在上述方法中，所有 𝒩𝑘(𝑥0)中的点都有着相同的权重

‣ 故根据 knn 所得到的估计在局部是一个常数，并且整体来看是非连续且复杂度较
高

‣ 想一想: 我们将 knn 称为惰性学习方法的原因是什么? 

‣ 如果给 𝒩𝑘(𝑥0) 中的点赋予不同的权重会有怎么样的效果? 



K近邻法



NADARAYA-WATSON 方法

‣ Nadaraya-Watson (NW) 方法提供了一种对邻域内的点赋予不同权重，进而达到平
滑拟合的有效方法

‣ 给定样本 𝑍𝑛 = 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 𝑖=1
𝑛 以及新样本点 𝑥0

‣ 考虑一维情况即 𝑥 ∈ 𝑅，有关NW 方法的预测值为

‣ 上式中，一个可选的权重函数为

‣ 上述核函数被称为 Epanechnikov quadratic 核函数

‣ 在边界附近时，由于样本量较少，因而拟合会显得十分陡峭



NADARAYA-WATSON 方法



NADARAYA-WATSON 方法

‣ 一些其他的核函数，如

‣ Tri-cube 核函数：

‣ 高斯核密度核函数：



NADARAYA-WATSON 方法

‣ 考虑一维情况 𝑥 ∈ 𝑅，有关NW 方法在新样本点 𝑥0 的预测值为

‣ 上式等价于求解如下问题

其中𝑓𝜃 𝑥𝑖 = 𝛽0.

‣ 更一般化地，如果考虑线性拟合
𝑓𝜃 𝑥𝑖 = 𝛽0 + 𝛽𝑥𝑖

即为局部线性回归



局部线性回归

‣ 给定 𝑥0, 考虑如下带有权重项的优化问题

‣ 记 b 𝑥 = 1, 𝑥 𝑇 , 𝛽 = 𝛽0, 𝛽1
𝑇 .

‣ 𝐵 = 𝑏 𝑥1 , … , 𝑏 𝑥𝑛
𝑇

∈ 𝑅𝑛×2 , 𝑊 𝑥0 = 𝐷𝑖𝑎𝑔 𝐾ℎ 𝑥0, 𝑥1 , … , 𝐾ℎ 𝑥0, 𝑥𝑛
𝑇

∈ 𝑅𝑛×𝑛

‣ 上述问题可以写为向量形式

‣ 直接计算可得



局部线性回归

‣ 在 𝑥0 点处的拟合值为

‣ 可见  𝑓(𝑥0)是有关 𝑦𝑖 的线性函数

‣ 𝑙𝑖(𝑥0) 也被称为equivalent kernel. 



局部线性回归



局部多项式回归

‣ 给定 𝑥0, 考虑如下带有权重项的最小二乘

‣ 因而，在𝑥0点处的拟合值为



局部多项式回归



注意事项

‣ 有关权重函数 K 的选取

‣ 有关所拟合函数的选取:局部常数，线性或二次/多项式局部回归函数

‣ 有关邻域范围 (span) 的选取

‣ 它控制了非线性拟合的灵活性

‣ 较小的邻域会导致更加的局部以及较大摆动的拟合，而较大的邻域通过使用所有
训练观测值会导致全局拟合

‣ 可以通过交叉验证进行选取



一个局部回归的例子



思考

‣ 上面我们所考虑的都是基于一维情况下的非线性拟合，上述方法均可扩展到多变量
的情况下

‣ 可加模型假设提供了一种针对多变量问题建立非参数统计学模型的一般化框架



可加模型

‣ 可加模型 (Additive model) 提供了一个可以针对多变量问题建立非参数统计学模
型的一般化框架

‣ 该模型假设
𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝑓1 𝑥𝑖1 + ⋯ + 𝑓𝑝 𝑥𝑖𝑝 + 𝜖𝑖 ,

其中每一个 𝑓𝑗 都是变量 𝑥𝑗 的一个函数

‣ 𝑓𝑗 可以是任何形式的函数: 线性或非线性. 



可加模型



优势与缺点

‣ 可加模型对每一个 𝑥𝑗 拟合一维的非线性函数 𝑓𝑗，并将这 𝑝 个一维非线性函数相

加以建立统计模型

‣ 该模型本质上是可加的，因此我们在保持所有其他变量不变的情况下检查每个单独
的 𝑥𝑗 对 𝑌 的影响

‣ 可加模型依然是一个有着较强限制性条件的模型假设，其忽略了变量之间可能存在
的交互作用

‣ 如果在建模过程中需要考虑变量之间的交互作用的影响，可以考虑将交叉项
𝑓𝑗𝑘 𝑥𝑗 , 𝑥𝑘 引入可加模型中



思考

‣ 如何利用所学到的上述知识具体拟合可加模型呢? 


