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今天的主题

线性模型（续）

 PyTorch 基础



线性模型（续）



线性回归
 给定模型 𝑌 = 𝛽′𝑥 + 𝜀

 给定数据 𝑥𝑖 , 𝑌𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛

 估计 𝛽



损失函数

 常用最小二乘准则（即 MSE）

 𝐿 𝛽 = 𝑛−1σ𝑖=1
𝑛 𝑌𝑖 − 𝛽′𝑥𝑖
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 可以通过误差正态假设+极大似然准则导
出



Logistic 回归

 给定模型 𝑌|𝑥 ∼ 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖(𝜌(𝛽′𝑥))

 𝜌 𝑥 = 𝑒𝑥/(𝑒𝑥 + 1)，即 Sigmoid 函数

 𝜌(𝛽′𝑥) 代表 𝑌 取1的概率

 给定数据 𝑥𝑖 , 𝑌𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛

 估计 𝛽



损失函数

 利用极大似然准则，Bernoulli 分布的对
数密度函数为
𝑙 𝑝; 𝑦 = 𝑦 log 𝑝 + 1 − 𝑦 log(1 − 𝑝)

 其中 𝑝 = 𝜌(𝛽′𝑥)

 似然函数 𝐿 𝛽 = 𝑛−1 σ𝑖=1
𝑛 𝑙(𝜌 𝛽′𝑥𝑖 ; 𝑌𝑖)



 给定模型 𝑌|𝑥 ∼ 𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑛𝑜𝑚(𝜌(𝑊𝑥))

 𝑥 ∈ 𝐑𝑝, 𝑌 ∈ 0,1 𝑘 , 𝑊𝑥 ∈ 𝐑𝑘

 每一个 𝑌 只有一个元素是1，其余为0

 𝜌(⋅) 是把 𝑊𝑥 映射到 0,1 𝑘 上的一个给定的
函数，且得到的向量元素和为1

 𝜌(𝑊𝑥) 代表 𝑌 取各类别的概率

 数据 𝑥𝑖 , 𝑌𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛

 估计 𝑊

线性多分类



线性多分类

𝑥1 ∈ 𝐑𝑝

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑋 ∈ 𝐑𝑛×𝑝

𝑥5

⋯

𝑥𝑛

𝑌1 = (1,0,0)′

𝑌2 = (0,1,0)′

𝑌3 = (0,1,0)′

𝑌4 = (0,0,1)′

𝑌

Class 1

Class 2

Class 2

Class 3

𝑌

𝑌5 = (1,0,0)′

⋯

𝑌𝑛 = (0,0,1)′

Class 1

⋯

Class 3

One-hot 编码
因变量标签

预处理

ො𝑦1 = 𝜌 𝑊𝑥1 = (0.8,0.1,0.1)′

෠𝑌 ∈ 𝐑𝑛×𝑘

ො𝑦2 = 𝜌 𝑊𝑥2 = (0.2,0.7,0.1)′

ො𝑦3 = 𝜌 𝑊𝑥3 = (0.1,0.8,0.1)′

ො𝑦4 = 𝜌 𝑊𝑥4 = (0.4,0.3,0.3)′

ො𝑦5 = 𝜌 𝑊𝑥5 = (0.6,0.2,0.2)′

⋯

ො𝑦𝑛 = 𝜌 𝑊𝑥5 = (0.1,0.3,0.6)′

参数 𝑊 ∈ 𝐑𝑘×𝑝

𝑘 为类别数

矩阵形式： ෠𝑌 = 𝜌(𝑋𝑊′)

损失函数/似然函数



 一种常见的 𝜌 的选择是 Softmax 函数

softmax 𝑤1, … , 𝑤𝑘 =
1

𝑍
𝑒𝑤1 , … , 𝑒𝑤𝑘

其中 𝑍 = σ𝑗=1
𝑘 𝑒𝑤𝑗

 此时的模型通常称为 Softmax 回归

Softmax 回归



损失函数

 多项分布 𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑛𝑜𝑚(𝑝) 的对数密度函数为

𝑙 𝑝; 𝑦 =෍
𝑗=1

𝑘

𝑦𝑗 log 𝑝𝑗

 其中 𝑝 = 𝜌 𝑊𝑥 = (𝑝1, … , 𝑝𝑘)

 似然函数 𝐿 𝛽 = 𝑛−1σ𝑖=1
𝑛 𝑙(𝜌 𝑊𝑥𝑖 ; 𝑌𝑖)



我们有办法

超越

极大似然准则吗？



KL 散度

 我们先引入 KL 散度的概念

 给定两个密度函数 𝑝 和 𝑞

 定义 KL(𝑞 𝑝 = ∫ 𝑞 𝑧 log
𝑞(𝑧)

𝑝(𝑧)
d𝑧

 还可以写成

KL(𝑞 𝑝 = E𝑞 log 𝑞 𝑍 − E𝑞 log 𝑝(𝑍)



KL 散度

 KL 散度的英文全称是

 Kullback–Leibler divergence

Solomon Kullback Richard Leibler



KL 性质

 KL divergence 非负，KL(𝑞 𝑝 ≥ 0

 当 𝑞 = 𝑝 时，KL(𝑞 𝑝 = 0

 KL 不是关于 𝑝 和 𝑞 对称的

 KL 可以用来衡量两个分布之间的区别



KL → MLE

 现在让 𝑞 = 𝑝∗，表示数据的真实分布

 𝑝 = 𝑝𝜃(𝑥)，表示模型的分布

 KL(𝑝∗ 𝑝𝜃 = E𝑝∗ log 𝑝
∗ 𝑥 − E𝑝∗ log 𝑝𝜃(𝑥)

 第一项与参数无关

 第二项 E𝑝∗ log 𝑝𝜃(𝑥) ≈ 𝑛−1σ𝑖=1
𝑛 log 𝑝𝜃(𝑋𝑖)

 最小化 KL 等价于最大化似然函数！



启示

 由于许多机器学习模型刻画的是数据的统
计分布

 所以对于这类问题，损失函数可以看作是
两个分布之间的差别

 除了 KL 散度之外，还有许多准则可以用
来衡量分布之间的差异

 启发了包括 GAN、WGAN 在内的众多
流行的深度学习模型



小结

 定义损失函数是许多机器学习模型的关键

 极大似然准则是非常重要的方法

 可以作为默认选项

 还存在很多其他损失函数的定义方式

 如 hinge loss，对应 SVM；check loss，
对应分位数回归



PyTorch 基础



核心逻辑

数据 + 参数

模型

损失函数值
损失函数

导数/梯度

+
最优化算法

“最优”参数取值



PyTorch  参见 lec3-pytorch.ipynb



 参见 lec3-autograd.ipynb
PyTorch
自动微分


