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《面向机器学习的计量经济学》

本讲介绍

本讲介绍机器学习中常用的降维方法——主成分分析(PCA)，并简要概述统计因子模型。

PCA是机器学习中的无监督学习，用于将现有变量压缩到更少变量，保留数据中的信息。

统计因子模型与常用金融或时间序列因子模型不同，它将数据分解为低秩且独立的因子

形式，因子不可观测。而时间序列因子模型，如CAPM和Fama-French三因子模型等，

是具有可观测自变量的回归模型。

本讲重难点：PCA的估计和原理，统计因子模型的性质和估计。
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《面向机器学习的计量经济学》

本讲关键问题

（1）如何衡量数据的变异程度？

（2）如何依次构建数据的主成分？

（3）如何理解PCA的数据压缩功能？

（4）什么是统计因子模型？

（5）统计因子模型与线性回归模型有何区别？

（6）统计因子模型怎么估计？

（7）理解统计因子模型的不唯一性。

（8）因子数量怎么选取？

关键词：统计因子模型、主成分分析、降维、奇异值分解
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《面向机器学习的计量经济学》

一、主成分分析 - 基本概念

设                为 𝑝 维随机向量，例如 𝑝 只股票的收益率。

假设𝐸(𝑋) = 0（方便计算，均值在主成分分析中不起作用。）

𝑋 的方差矩阵为 Σ = 𝑣𝑎𝑟 𝑋 =

𝜎11 ⋯ 𝜎1𝑝

⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑝1 ⋯ 𝜎𝑝𝑝

, 𝜎𝑘l = 𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑘 , 𝑋𝑙
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《面向机器学习的计量经济学》

一、主成分分析 - 基本概念

奇异值分解 ∑ = 𝑒Λ𝑒𝑇，其中

𝑒 是 𝑝 × 𝑝 的正交矩阵，𝑒𝑇𝑒 = 𝐼𝑝 。

令 𝑝 维向量 𝑒𝑘 表示 𝑒 的第 𝑘 列，𝑒1, . . . , 𝑒𝑝 之间相互正交， 𝑒𝑘
𝑇𝑒𝑘 = 1, 𝑒𝑖

𝑇𝑒𝑗 = 0, i ≠ 𝑗 。

𝜆𝑘 , 𝑒𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑝，是矩阵 Σ 的 𝑝 个特征值-特征向量对。

                                                                                                             

，
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一、主成分分析 - 构建主成分

一维随机变量的变异程度用方差量化，𝑝 维随机变量𝑋的变异由方差矩阵 Σ 描述。量化 𝑋  总“变异量”

的方法是计算Σ的迹，𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 Σ = 𝜎11 + 𝜎22 + ⋯ + 𝜎𝑝𝑝。

我们希望用一个单一变量（一维）来尽可能多地量化所有 𝑝 个变量的变异，例如通过构造 𝑋 的线性

组合来实现。

构造 𝑌1 = 𝑎1
𝑇 𝑋使其方差最大，

𝑣𝑎𝑟 𝑌1 = 𝑎1
𝑇𝑣𝑎𝑟 𝑋 𝑎1 = 𝑎1

𝑇Σ𝑎1

𝑌1的方差取决于𝑎1的大小。为了标准化，我们固定𝑎1的欧几里得范数为1， 𝑎1 = 𝑎1
𝑇𝑎1 = 1。问

题变为
𝑎1 = argmax

| 𝑏 |=1
𝑏𝑇Σ 𝑏
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《面向机器学习的计量经济学》

一、主成分分析 - 构建主成分

回顾奇异值分解，∑ = 𝑒Λ𝑒𝑇 ，e𝑖彼此正交且具有单位范数。𝑒是𝑝维线性空间的一组单位正交基，

则𝑝维向量𝑏总能表示为𝑏 = 𝑧1𝑒1 + ⋯ + 𝑧𝑝 𝑒𝑝 = 𝑒𝑧 ，其中𝑧 = 𝑧1, … , 𝑧𝑝
𝑇
是范数为1的常数向量。

𝑏𝑇Σ𝑏 = 𝑧𝑇𝑒𝑇𝑒Λ𝑒𝑇𝑒𝑧 = 𝑧𝑇Λ𝑧 = 𝜆1𝑧1
2 + ⋯ + 𝜆𝑝𝑧𝑝

2

当𝑧1 = 1, 𝑧2 = ⋯ = z𝑝 = 0时，𝑌1达到最大方差 𝜆1，解为𝑎1 = 𝑒1，我们称𝑌1 = 𝑒1
T 𝑋为𝑋的第一个主成分。



找到第一个主成分后，寻找“第二重要”的变量𝑌2 = 𝑎2
𝑇𝑋，使得

𝑏 ⊥ 𝑒1等价于𝑌1和𝑌2之间的零相关性，我们寻找的是试图解释 𝑋 中未被𝑌1解释的变异量的“第二重要”

变量。以此类推，可以依次找到第二、第三，直到第𝑝个主成分。

  第 𝑘 个主成分的解为：

对于1 ≤ 𝑘 ≠ 𝑙 ≤ 𝑝，

𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑘 , 𝑌𝑙 = 𝑒𝑘
𝑇Σ𝑒𝑙 = 𝑒𝑘

𝑇𝑒Λ𝑒𝑇𝑒𝑙 = 0

主成分间彼此正交，“重要性”通过方差衡量，第一个最重要，第二个次重要，依此类推。

8《面向机器学习的计量经济学》

一、主成分分析 - 构建主成分
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一、主成分分析 - 总结

第 𝑘 个主成分 𝑌𝑘 解释了未被前 𝑘 −  1 个主成分解释的最多方差，𝑣𝑎𝑟 (𝑌𝑘 ) = 𝜆𝑘  ，解释的总方差比例为

PCA提供了一种理想的降维办法。保留前𝑘个主成分则解释了              部分的信息。
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《面向机器学习的计量经济学》

一、主成分分析 - 分析视角

通过最大化 𝑋 中的方差信息来简化维度：在 𝑈是 𝑟 × 𝑝 的正交矩阵且 𝑈𝑈𝑇 = 𝐼𝑟 的约束下，最大化

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑈𝑋)。可以证明，此时

且 𝑈𝑋 = 𝑌1, … , 𝑌𝑟
𝑇。这意味着通过较低维度的变量最大化𝑋的方差信息。



2025年7月

11
《面向机器学习的计量经济学》

一、主成分分析 - 压缩合成视角

试图找到秩为 𝑟 的 𝑝 × 𝑝 矩阵𝐴，最小化𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑋 − 𝐴𝑋)。可以证明

 

因此

其背后的解释是：如果试图用一个 𝑟 维（低维度）变量的线性组合来重建 𝑋，那么该变量必须是前

𝑟个主成分的线性组合。
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《面向机器学习的计量经济学》

一、主成分分析 - 自动编码器视角

从自动编码器角度理解，将 𝑋 转化为 𝑌（主成分）的过程是编码步骤，从 𝑌 回到 𝑋 的过程是解码步骤:

或

在实际应用中，通常只保留前𝑟个最重要的主成分。此时过程变为：

编码相当于压缩原始变量或数据，而解码相当于解压缩编码后的变量或数据。
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一、主成分分析 - 样本主成分

假设有𝑝维变量的𝑛次观测，表示为矩阵

𝑋(𝑘)是第𝑘个变量的𝑛维观测向量。

设S为样本方差矩阵， 𝑆 =
1

𝑛
𝑋 − ത𝑋 𝑇 𝑋 − ത𝑋 , 奇异值分解S = Ƹ𝑒 ෡Λ Ƹ𝑒𝑇。

样本主成分为 

其中 是第𝑘个变量的样本平均值。
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一、主成分分析 – 标准化

主成分的组成不仅与 𝑋 的相关结构有关系，与每个分量𝑋𝑘的方差也有关系，方差大的分量在第一主

成分中贡献更大。

在各分量可比的情况下不存在问题，比如，𝑋k量纲相同或 𝑋𝑘表示各科考试成绩且满分均为100。

但如果分量之间不可比，此时量纲会对主成分结果造成很大影响。比如，某分量的量纲从千克变成

了克，其方差就变大到了原来的一百万倍，在第一主成分中的贡献就比原来大很多。

因此主成分分析经常事先对变量进行标准化

并对变量𝑍进行主成分分析。此时相当于用𝑋的相关系数矩阵代替协方差矩阵作特征值分解。 

对相关系数矩阵与对协方差矩阵作特征值分解的结果一般是不同的。选择相关系数矩阵作主成分分

析默认了所有分量具有相同的重要性。
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《面向机器学习的计量经济学》

二、统计因子模型 - 基本概念

因子分析是主成分分析的进一步发展，其目标是把多个变量的信息压缩到少数几个变量中，用少数

几个潜在变量（因子）描述相关变量。

设𝑋 = (𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑝
𝑇) 为随机变量，
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《面向机器学习的计量经济学》

二、统计因子模型 - 基本概念

正交因子模型定义为 

其中𝑚 ≤ 𝑝, 𝜇 = 𝐸(𝑋)，𝐿 = 𝑙𝑖j 𝑝×𝑚
是因子载荷矩阵（非随机）， 是公共因子（随机变量），

是特异性误差（随机变量）。

该模型也可表示为：

其中𝑙𝑖𝑗被称为𝑋𝑖在因子𝐹𝑗上的载荷。
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二、统计因子模型 – 模型假设

正交因子模型的假设：

1. 𝐸 𝐹 = 0𝑚×1，且𝑣𝑎𝑟 𝐹 = 𝐼𝑚。

2. 𝐸 𝜖 = 0𝑝×1，且𝑣𝑎𝑟 𝜖 = Ψ, Ψ是对角矩阵，对角元素为𝜓1, … , 𝜓𝑝。

3. 𝑐𝑜𝑣 𝐹, 𝜖 = 0𝑚×𝑝。

这些假设意味着：
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二、统计因子模型 – 方差分解

在正交因子模型下，随机变量 𝑋 的方差矩阵 Σ 可以写成：

其中                                    被称为communality（公共度），它表示𝑋𝑖的方差中由公共因子解释的部分。 

𝜓𝑖被称为特异性方差idiosyncratic variance，它表示𝑋𝑖的方差中由特定因子解释的部分。



尽管正交因子模型与线性回归模型在形式上有一定相似性

但存在本质差别：

• 因子模型中的因子载荷矩阵𝐿是未知的，线性回归模型中的自变量𝑋是已知的；

• 因子模型中公共因子𝐹是未知的随机向量，线性回归模型中的回归系数𝛽是未知的非随

机参数向量。

19《面向机器学习的计量经济学》

二、统计因子模型 - 与线性回归模型的比较
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二、统计因子模型 – 旋转不变性

正交因子模型中的 𝐿 和 𝐹 是不可识别的，仅有旋转不变性，

其中𝐿∗ = 𝐿𝑇，𝐹∗ = 𝑇𝑇𝐹且 𝑇是任意的𝑚 × 𝑚正交矩阵。 F∗和𝜖仍满足假设1-3。

公共度不改变                           。    
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《面向机器学习的计量经济学》

二、统计因子模型 – 估计方法

统计因子模型的估计主要是估计载荷矩阵 𝐿，可以采用极大似然法或主成分分析法。

• 主成分分析法：

   其中Ψ为               主对角线元素组成的对角阵。因此

• 极大似然法：假设𝑋1, … , 𝑋n是来自 𝑝 维正态分布𝑁𝑝(𝜇, ∑) 的独立同分布样本，∑ = 𝐿𝐿𝑇 + Ψ。通过最大化

似然函数来估计参数 𝜇、𝐿和 Ψ。

𝜇的极大似然估计为 Ƹ𝜇 = ത𝑋。L和Ψ则可在Σ = 𝐿𝐿𝑇 + Ψ的条件下通过最大化

   得到，                         。最优෡∑，෠𝐿和෡Ψ可通过EM迭代算法得到。 

 



22
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二、统计因子模型 – 因子旋转

矩阵𝐿仅在正交变换下是唯一的，通常的做法是将𝐿乘以一个适当的正交矩阵𝑄（称为因子旋转矩

阵），使得𝐿𝑄具有简单易解释的结构。令 𝐿∗ = 𝐿𝑄，通常选择𝑄使得如下varimax准则最大化：

最大化𝐶等价于尽可能地分散每个因子上的载荷平方。
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二、统计因子模型 – 因子得分

由于因子𝐹𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛是不可观测的，对模型诊断通常需要估算这些值。当 𝐿、Ψ 和𝜇 已知时，

因子的广义最小二乘估计为：

෠𝐹 = 𝑎𝑟𝑔 min
𝐹

𝜖𝑇 Ψ−1𝜖

= 𝐿𝑇Ψ−1𝐿
−1

𝐿𝑇Ψ−1 𝑋 − 𝜇

用෠𝐿, ෡Ψ, Ƹ𝜇替代真实值得到估计

෠𝐹 = ෠L𝑇 ෡Ψ−1 ෠𝐿
−1 ෠L𝑇 ෡Ψ−1 𝑋 − Ƹ𝜇
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二、统计因子模型 – 因子数量的选择

选择合适的因子数量𝑚是因子分析中的重要问题，以下是几种常见方法：

• 特征值准则：保留特征值大于1的主成分作为因子。特征值小于1表示该因子解释的方差小于原始变量的平均方

差，可能包含的信息较少。

• 计算方差贡献率：当累计方差贡献率达到一定的阈值时，例如80%、85%或90%等，就认为选取的因子已经能

够足够好地代表原始数据的信息。

• 碎石图（Scree Plot）：以主成分的序号为横坐标，以特征值为纵坐标的折线图。通常在某个点之后，折线的下

降趋势会变得平缓，这个点对应的主成分数量就是一个比较合适的选择。这种方法相对较为直观，但也具有一

定的主观性，需要根据实际情况进行判断。

• 信息准则：如赤池信息准则（AIC）、贝叶斯信息准则（BIC）等。选择使信息准则值最小的因子数量𝑚 。

• 似然比检验：假设𝑋1, … , 𝑋𝑝独立且服从𝑁(𝜇, ∑) 。原假设𝐻0是𝑚-因子模型成立， ∑ = 𝐿𝐿𝑇 + Ψ ，𝐿是𝑝 × 𝑚的矩

阵。检验该原假设与非约束 Σ的广义似然比统计量为：

其中                                                       是Σ的非约束最大似然估计。在𝐻0下，Λ近似服从𝜒2分布，自由度为：
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二、统计因子模型 – 为什么需要因子模型？

在许多统计问题中，与样本大小相当的高维数很常见。

Fan et. al (2008, JOE) 研究了在样本量𝑛增加时，维数𝑝趋于无穷的情况下的协方差矩阵估计。他们发现

因子模型在估计协方差矩阵的逆时比传统的样本协方差矩阵更具优势，利用因子结构减少了参数数量，

降低了估计复杂性。在投资组合相关应用中，若涉及协方差矩阵的逆，因子模型的估计优势就会凸显，

使得估计结果更准确。
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二、统计因子模型 – 主成分分析 vs 因子分析

主成分分析和因子分析都是降维技术，即它们可以用来用一组较低维度的新变量描述高维度变量。它

们也常常会给出相似的结果。

然而，这两种方法在目标和底层模型上有所不同。如果只需要使用较少的维度来近似数据，应该使用

主成分分析；当需要一个解释数据之间相关性的模型时，应该使用因子分析。
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三、实证分析

选取中国十只上市公司股票（贵州茅台600519、格力电器000651、中国平安601318、美的集团000333、招

商银行600036、长江电力600900、五粮液000858、紫金矿业601899、比亚迪 002594、中信证券600030）

的日收益率。在Matlab中将收益率序列定义为𝑛 × 𝑝的矩阵𝑋。

主成分分析指令

coeff：主成分系数 Ƹ𝑒

score：主成分 ෠𝑌

latent：主成分方差෡Λ

explained：𝜆𝑘/(𝜆1 + ⋯ + 𝜆𝑝)

mu： ത𝑋
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三、实证分析

图9.1 主成分方差
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《面向机器学习的计量经济学》

三、实证分析

表9.1 PCA结果总结
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三、实证分析

图9.2 主成分与市场平均收益，行业对比配对图

• 第一个主成分与十只股票的平均收益高度相关，也被称为市场成分，其方差比例为45.04%。这十只股

票收益率的大部分方差是由市场收益率驱动。

• 第二个主成分代表了紫金矿业和比亚迪与其他股票之间的对比，前两个主成分解释了58.18%的方差。

• 其余的主成分不太容易解释，可能是单只股票的个体特征。然而，它们只解释了方差中的很小一部分。
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三、实证分析

Matlab里用极大似然法做因子分析的指令是

𝑚：因子数量

𝑙𝑎𝑚𝑏𝑑𝑎：因子载荷矩

𝑝𝑠𝑖：特异性方差

𝑇：因子旋转矩阵 ෠𝑄，默认varimax准则

𝑠𝑡𝑎𝑡𝑠：因子数量为m的似然比检验结果

F：因子得分 ෠𝐹

Matlab在运行该指令时会先将原始数据进行标准化，输出结果是针对 𝑋的相关系数矩阵所作的因子分解，

所以我们需要将因子载荷矩阵 𝑙𝑎𝑚𝑏𝑑𝑎 乘以 𝑋 的标准差以得到𝑋方差矩阵的因子分解。
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三、实证分析

表9.2 第一因子载荷



33
《面向机器学习的计量经济学》

三、实证分析

(a) 样本 (b) MLE因子模型 (c) PCA因子模型

图9.3 方差协方差矩阵：样本vs因子模型



谢 谢！
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