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《面向机器学习的计量经济学》

本讲介绍

聚类算法与主成分分析均为机器学习中的无监督算法

本章主要介绍K - means聚类、高斯混合模型及其估计方法、EM算法基本原理

重点内容：

1. 聚类算法的原理、优化步骤和收敛性分析

2. 高斯混合模型的结构、参数意义以及基于EM算法的极大似然估计步骤

3. 理解EM算法原理：通过构建下界的迭代优化来解决含隐变量的概率模型
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《面向机器学习的计量经济学》

本讲关键问题

（1）如何定义K - means聚类的目标函数，怎样实现数据点的聚类分配和聚类中心的优化？

（2）广义K - means和软分配的原理是什么？有何优势？

（3）高斯混合模型如何定义？其参数含义是什么？

（4）EM算法的一般形式和原理是什么？

（5）怎样利用EM算法对高斯混合模型进行极大似然估计？

（6）K - means算法与高斯混合的EM算法有何关系？

（7）如何选取聚类数量？

关键词： K - means算法、高斯混合模型、 EM算法
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《面向机器学习的计量经济学》

一、K - means聚类

给定数据集 {𝑥1, … , 𝑥𝑁}，包含𝑁个随机𝐷维变量𝑥的观测值，目标是将其划分为𝐾个聚类（簇），

𝐾为给定值。

簇由一组数据点组成，我们认为同簇数据点之间的距离与簇外点之间的距离相比较小。

设第k个聚类中心为𝜇𝑘，𝑘 = 1, … , 𝐾。我们的目标是找到数据点的聚类分配以及聚类中心，每

个数据点到其最近的聚类中心的距离平方和最小。
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《面向机器学习的计量经济学》

一、K - means聚类

引入二值指示变量𝑟𝑛𝑘 ∈ {0, 1}（𝑘 = 1, … , 𝐾）描述数据点的聚类分配，若𝑥𝑛被分配到聚类𝑘，则

𝑟𝑛𝑘 = 1，𝑗 ≠ 𝑘时𝑟𝑛𝑗 = 0（“1 - of - K表示”）。

定义目标函数（失真度量）：

该目标函数表示每个数据点到其分配向量 𝜇𝑘的距离平方和。我们的目标是找到 {𝑟𝑛𝑘} 和 {𝜇𝑘} 使 𝐽 

最小。



6
《面向机器学习的计量经济学》

一、 K - means聚类 - 优化步骤

通过迭代程序最小化𝐽，每次迭代分别优化{𝑟𝑛𝑘}和{𝜇𝑘} 。

• 为{𝜇𝑘}选择初始值。

• 第一阶段（E步）：固定{𝜇𝑘}，优化{𝑟𝑛𝑘}。

𝐽是{𝑟𝑛𝑘}的线性函数，有闭式解：

       相当于将数据点分配到最近的聚类中心，在几何上等价于基于聚类中心的垂直平分线划分空间。

• 第二阶段（M步）：固定{𝑟𝑛𝑘}，优化{𝜇𝑘} 。

        对𝜇𝑘求一阶条件：

       

解得，                             ，即𝜇𝑘为分配给聚类𝑘的所有数据点的均值。

• 两阶段优化交替进行，直至收敛。
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《面向机器学习的计量经济学》

一、 K - means聚类

(a) 初始的簇中心𝜇1和𝜇2分别由红色和蓝色的交叉标记

表示。

(b) 第一步中，根据离哪个簇中心更近，每个数据点被

分配到红色簇或蓝色簇。等价于根据两个簇中心的

垂直平分线（粉线）将点分类。  

(c) 第二步中，每个簇中心重新计算为分配到该簇的数

据点的均值。  

(b)–(i) 展示了从初始到最终收敛的过程。

图10.1 K-means算法的示意图



K - means算法保证目标函数J单调下降并最终收敛。

但它不是全局优化方法，可能陷入局部最小值，不同初始聚类中心会导致不同结果。

实际通常多次运行K - means算法，随机初始化聚类中心，选择使𝐽最小的结果。

8《面向机器学习的计量经济学》

一、 K - means聚类 - 收敛性



9《面向机器学习的计量经济学》

一、 K - means聚类 - 局限性

K - means算法直接实现可能较慢，因为E步需计算每个原型向量（聚类中心）与每个数据点之间的欧几

里得距离。

欧几里得距离测度对非连续变量适用性有限，如变量为类别标签时，欧几里得距离不合适。

基于欧几里得距离也使得聚类中心计算对异常值敏感。
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《面向机器学习的计量经济学》

一、 K - means聚类  - 广义K-means

广义K - means引入一般化距离度量𝑉(𝑥, 𝑦)，目标函数变为

       

对应K - medoids算法。𝑉(𝑥, 𝑦)需满足：

• 对称性：𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝑉(𝑦, 𝑥) 。

• 非负性：𝑉 𝑥, 𝑦 ≥ 0 。

• 同一性：当且仅当𝑥 = 𝑦 ，𝑉(𝑥, 𝑦) = 0 。

• 三角不等式：𝑉 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑉(𝑥, 𝑧) + 𝑉(𝑦, 𝑧) 。
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《面向机器学习的计量经济学》

一、 K - means聚类  - 广义K-means

K-medoids算法的E步与K-means算法相同，对于给定的簇中心𝜇𝑘，每个数据点被分配到最近的聚类

中心，计算复杂度为𝑂(𝐾𝑁)。

K - medoids算法M步更复杂，为适用于任何距离度量𝑉(⋅,⋅)，常将簇中心限制为簇中某个数据点，每

个簇需在𝑁𝑘个点上进行离散搜索，计算𝑂(𝑁𝑘
2)次𝑉(⋅,⋅)。
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《面向机器学习的计量经济学》

一、 K - means聚类  - 硬分配与软分配

K-means 强制性地将每个数据点分配到一个聚类，但对于某些点（如距离多个中心较近的点），这种

“硬分配”可能不够合理。

通过采用概率视角可以实现“软分配”，即基于每个数据点属于不同聚类的概率来分配权重。
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13《面向机器学习的计量经济学》

二、高斯混合模型 - 模型定义

定义高斯混合分布

            

其中𝜋𝑘是混合系数，𝑝(𝑥)表示为正态分布的线性叠加。

引入𝐾维二值随机变量𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝐾)′ ，𝑧𝑘 ∈ {0, 1}，σ𝑘 𝑧𝑘 = 1。𝑧的可能状态有𝐾种。令

那么𝑥的边际分布
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二、高斯混合模型 - 责任权重

若𝑥服从高斯混合分布。我们可以使用如下步骤生成随机样本：

1. 从z的离散分布中采样以确定𝑧的值

2. 根据采样得到的𝑧𝑘，从条件分布𝑝(𝑥|𝑧𝑘 = 1) 中生成 𝑥

如果有观测𝑥，根据贝叶斯定理，推断隐藏变量𝑧的后验分布𝑝(𝑧|𝑥)：

𝜋𝑘是𝑧𝑘 = 1的先验概率，𝛾(𝑧𝑘)是在观察到𝑥后𝑧𝑘 = 1的后验概率。 𝛾(𝑧𝑘)被称为责任权重（responsibility），

可以理解为第𝑘个高斯成分对观测值 𝑥 的解释程度。
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《面向机器学习的计量经济学》

二、高斯混合模型 - 责任权重

图10.2 从三个高斯混合模型中抽取500个样本

(a) 联合分布𝑝(𝑧)𝑝(𝑥|𝑧) ，其中𝑧的三个状态分别用红色、绿色和蓝色表示

(b) 边际分布𝑝(𝑥)

(c) 相同的样本，颜色表示与数据点𝑥𝑛相关的责任权重 𝛾(𝑧𝑛𝑘)
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《面向机器学习的计量经济学》

二、高斯混合模型 - 极大似然估计

假设数据集{𝑥1, … , 𝑥𝑁}，我们希望用高斯混合模型对其拟合。在独立同分布假设下，{𝑥1, … , 𝑥𝑁}的

对数似然函数为：

其中

𝜋 = 𝜋1, … , 𝜋𝐾

由于对数和的存在，直接最大化似然函数并无解析解。
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17《面向机器学习的计量经济学》

二、高斯混合模型 - 极大似然估计

将ln 𝑝(𝑋|𝜋, 𝜇, Σ) 对 𝜇𝑘求导得到一阶条件：

𝛾(𝑧𝑛𝑘)是数据点 𝑥𝑛 属于第k个正态分布的后验概率。假设𝛾(𝑧𝑛𝑘) 给定，

其中𝑁𝑘 = σ𝑛=1
𝑁 𝛾(𝑧𝑛𝑘)可以解释为分配给第𝑘个簇的有效点数，𝜇𝑘通过对所有数据进行加权平均得到，数据点 

𝑥𝑛的权重是𝛾(𝑧𝑛𝑘)/ σ𝑛=1
𝑁 𝛾(𝑧𝑛𝑘)。
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18《面向机器学习的计量经济学》

二、高斯混合模型 - 极大似然估计

同理，将ln 𝑝(𝑋|𝜋, 𝜇, Σ)对Σ𝑘求导的一阶条件得出：



引入拉格朗日乘子来求解最优𝜋𝑘：

对𝜋𝑘求导得到：

对两边同时乘以𝜋𝑘并对𝑘求和，得到𝑁 + 𝜆 = 0，

第𝑘个成分的混合系数估计（先验概率）由该成分的平均责任权重构成。

19《面向机器学习的计量经济学》

二、高斯混合模型 - 极大似然估计



20《面向机器学习的计量经济学》

二、高斯混合模型  - EM算法

上述结果并不是𝜇𝑘 、Σ𝑘和𝜋𝑘的闭式解，因为𝛾(𝑧𝑛𝑘)仍依赖于这些参数。然而，可以通过

逐步迭代得到最大似然解。        

            

高斯混合模型的EM算法：

1. 设置𝜇𝑘 、𝛴𝑘和𝜋𝑘初值；

2. E 步：基于当前参数，计算每个数据点对各个高斯分量的责任权重：

3. M 步：基于𝛾(𝑧𝑛𝑘)，按照式(1)，(2)，(3)更新参数𝜇𝑘 、𝛴𝑘和𝜋𝑘 。

4. E步和M步交替进行，直到对数似然函数的值收敛（变化量小于某个阈值）。

可以证明，对数似然函数在迭代过程中单调递增，收敛到局部最优。
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《面向机器学习的计量经济学》

二、高斯混合模型  - EM算法

• 与K-means算法相比，EM算法通常需要迭代更多次才能收敛，每次迭代的计算量也大得多。

• 通常会先运行K-means算法，以便为高斯混合模型找到一个合适的初值，再通过EM算法进行优化。

• 协方差矩阵可以初始化为K-means算法所找到的簇内样本协方差，混合系数可以设置为分配给各簇的数据

点的比例。

• 对数似然函数通常存在多个局部最大值，因此EM算法并不一定能找到全局最优解。
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《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - EM算法

期望最大化算法（Expectation Maximization, EM）是一种用于寻找含有隐藏变量概率模型的最大

似然解的通用技术（Dempster et al., 1977; McLachlan and Krishnan, 1997）。

本节介绍一般形式的EM算法，并证明其在高斯混合模型中确实能够最大化似然函数。
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《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - EM算法

考虑概率模型𝑝(𝑋, 𝑍 | 𝜃)，观测变量𝑋 = {𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑁}，隐藏变量𝑍 = {𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑁}，参数𝜃。完整数

据集{𝑋, 𝑍}不可观测，仅能获得不完整数据𝑋。

我们的目标是最大化对数似然函数求解最优𝜃：

或

由于多重求和/积分的存在，直接优化对数似然函数会很复杂。EM 算法引入辅助函数𝑞(𝑍)来处

理隐藏变量。



24
《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - EM算法

Jensen不等式：

𝑞(𝑍)为任意概率分布，当𝑞(𝑍) = 𝑝(𝑍 | 𝑋, 𝜃)时等号成立。

定义

Jensen不等式表明ln 𝑝(𝑋|𝜃)的下界𝐹(𝑞, 𝜃)可以由任意概率分布𝑞(𝑍)构造。

EM算法通过最大化下界𝐹(𝑞, 𝜃)实现ln 𝑝(𝑋|𝜃)的最优化。

给定初值𝑞old, 𝜃old，通过如下步骤更新𝑞, 𝜃
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《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - EM算法

• 第一步：注意到，对于任意𝜃，当𝑞(𝑍) = 𝑝(𝑍 | 𝑋, 𝜃)时，𝐹(𝑞, 𝜃)达到上界。因此，给定参数 𝜃old

      即选择𝑍的后验分布作为𝑞(𝑍)。

• 第二步：给定𝑞new(𝑍)，

      

最大化𝐹[𝑞new, 𝜃]求解𝜃new等价于：
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《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - EM算法

总结：

1.  E步（期望步骤）：给定参数𝜃old ，计算后验分布𝑝(𝑍 | 𝑋, 𝜃old)和期望函数：

                    

2.  M步（最大化步骤）：更新参数𝜃new

3. 令𝜃old = 𝜃new，重复迭代步骤直至参数收敛。

除非参数已经收敛到局部最优，EM算法的每轮迭代都能保证对数似然函数单调增加，表明 EM 算法能

够稳定收敛到局部最优解。
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《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - 高斯混合模型

我们现在将 EM 算法应用于高斯混合模型。我们的目标是最大化观测数据𝑋的对数似然函数求解𝜃 = (𝜋, 𝜇, Σ)：

由于𝑘的求和在对数内部，直接求解优化问题十分复杂。            



28
《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - 高斯混合模型

考虑完整数据集 {𝑋, 𝑍} 的似然函数：

其中 𝑧𝑛𝑘表示𝑧𝑛的第𝑘个分量。

取对数后得到：

该形式的似然函数属于指数族分布，显著简化了最优化步骤。



29
《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - 高斯混合模型

后验概率：

意味着{𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑛}的后验分布是独立的。

在后验概率𝑝(𝑍 | 𝑋, 𝜃old)下，𝑧𝑛𝑘的期望为：
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《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - 高斯混合模型

固定𝛾(𝑧𝑛𝑘|𝜃old)，选择𝜇𝑘 、Σ𝑘和𝜋𝑘使得                 最大化。

在σ𝑘 𝜋𝑘 = 1约束下

𝜇𝑘 、Σ𝑘和𝜋𝑘的闭式解同式(1)、(2)和(3)。
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《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - 高斯混合模型与K-means的关系

K-means算法将每个数据点唯一地分配到一个聚类中（硬分配），而高斯混合模型将每个数据点

按照后验概率分配到所有聚类中（软分配）。

实际上，可以验证K-means算法是高斯混合的EM算法的一个特例。
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《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - 高斯混合模型与K-means的关系

• 考虑𝐾个高斯混合模型，其中每一组的协方差矩阵Σ𝑘 = 𝜖 𝐼，𝐼是单位阵。（将𝜖视为一个常数，而不是

需要估计的参数。）

   对于观测𝑥𝑛，𝑧𝑛𝑘的后验概率为

• 假设 𝑖 = argmin
𝑗

𝑥𝑛 − 𝜇𝑗
2
。如果𝜖 → 0，那么𝛾(𝑧𝑛𝑘)的分母收敛至0的速度将由第𝑖项主导

      也即𝑥𝑛被分配到与之距离最近的聚类中，𝛾(𝑧𝑛𝑘) = 𝑟𝑛𝑘，与K-means算法一致。
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《面向机器学习的计量经济学》

三、EM算法的一般形式 - 高斯混合模型与K-means的关系

• 𝜇𝑘的EM估计被简化为K-means的均值估计

• 𝜋𝑘的EM估计被简化为分配给聚类𝑘的数据点的比例

• 最后，               变为

      

最大化                 等价于最小化K-means算法的失真度量 𝐽。
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《面向机器学习的计量经济学》

四、案例 - 中国股票市场数据聚类分析

考虑99只上交所股票（2016年1月1日——2024年9月30日）。用聚类方法将这99只股票按照收益率相关性

特征进行分类。我们认为属于同一簇股票的收益率相关性高于不同簇的股票收益相关性。

将1 − 𝜌(𝑥, 𝑦)作为距离测度（但这不是一个合格的距离测度？），使用K-medoids 算法得到聚类。Matlab

中的指令为

𝑋：𝑛 × 𝑝变量

𝑘：聚类数量

′𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒′, ′𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛′：用相关系数作为距离

𝑖𝑛𝑑：数据点所属的聚类索引

𝐶：每一行代表聚类中心（从X中选取）

𝑠𝑢𝑚d：每个聚类集合到其中心的距离之和

𝐷：每个数据点到每个聚类中心的距离

𝑚𝑖𝑑𝑥：𝑋中被选作聚类中心的索引
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四、案例 - 中国股票市场数据聚类分析

表10.1 K-medoids算法，K=20
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四、案例 - 中国股票市场数据聚类分析

第二种方法假设数据的相关系数矩阵是由多因子模型构造的。根据Oh and Patton, 2023，假设变量被分成𝐾

组，变量之间的相关系数由如下方式构造：

• 如果变量𝑖, 𝑗属于同一组𝑘：𝜌(𝑖, 𝑗) = 𝜆𝑘
𝑀 2

+ 𝜆𝑘
𝐶 2

，

• 如果变量𝑖属于组𝑘，变量𝑗属于组𝑙：𝜌(𝑖, 𝑗) = 𝜆𝑘
𝑀 𝜆𝑙

𝑀。

该模型也可理解为，股票市场存在一个“市场因子”𝑓𝑀和K个“行业因子”𝑓1
𝐶 , … , 𝑓𝐾

𝐶，这K+1个因子单位

正交。组𝑘的市场因子载荷是𝜆𝑘
𝑀，行业因子载荷是𝜆𝑘

𝐶。

假设股票收益率服从多维正态分布𝑁(𝜇, Γ Λ Γ)，其中Γ是对角元素为标准差的对角线矩阵，Λ是由上述多因

子模型构造的相关系数矩阵。

𝜇和Γ可用样本均值和标准差估计。待估参数𝜃 = (𝜆1
𝑀, … , 𝜆𝐾

𝑀, 𝜆1
𝐶 , … , 𝜆𝐾

𝐶 )′。
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四、案例 - 中国股票市场数据聚类分析

Oh and Patton, 2023基于EM迭代算法给出了这类模型的估计方法：

1. 给定分组 ෠𝑅(𝑠)，基于似然函数最优化参数𝜃：

2. 给定参数参数 ෠𝜃 𝑠+1 ，最优化似然函数选择最优分组：

3. 迭代更新参数 ෠𝜃 𝑠 和 ෠𝑅(𝑠)直至收敛。该算法可以保证收敛到局部最优解，可以使用 10 个随机的初始值

来提高估计量的准确性。

Oh and Patton, 2023提出用BIC准则来寻找最优的聚类总数。
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四、案例 - 中国股票市场数据聚类分析

图10.3 BIC criterion across values of K
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四、案例 - 中国股票市场数据聚类分析

表10.2 EM算法，K=27



谢 谢！
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