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《面向机器学习的计量经济学》

本讲介绍

• 本章主要介绍了基本的抽样方法和MCMC抽样方法的原理、步骤及应用场景。

• 在机器学习中，常常需要从复杂的概率分布中抽样以进行参数估计、模型推断等任务。例

如，在一般的（非线性非高斯）状态空间模型中，我们需要根据参数的后验分布𝒑(𝜽|𝐲𝟏:𝑻)

推断参数的性质。

• 然而𝒑(𝜽|𝐲𝟏:𝑻)可能是高维的，且包含了隐变量的多重积分变换。传统的抽样方法在面对高

维复杂分布时存在诸多局限性，因此需要更强大有效的抽样方法，马尔可夫链蒙特卡罗

（MCMC）方法应运而生。

• MCMC 旨在解决高维复杂分布的抽样难题，为贝叶斯推断和生成式机器学习提供有力工具。
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《面向机器学习的计量经济学》

本讲介绍

• 传统抽样方法包括简单分布抽样、拒绝采样、重要性采样和SIR等。

• MCMC 方法通过构造具有目标平稳分布的马尔可夫链来获取样本，适用于高维复杂分布的

抽样和推断。Metropolis - Hastings 算法通过特定的接受概率准则从提议分布中采样并更新

状态；Gibbs 采样是Metropolis - Hastings 算法的一个特例，利用条件独立性依次对变量进

行采样，保证了100%的接受概率。

• 本章的重点在于理解各类抽样方法的核心原理和操作流程，尤其是MCMC算法的原理与性

质。难点在于学会在实际问题中如何应用 Metropolis - Hastings 算法和 Gibbs 采样，根据目

标分布和数据特点选择合适的抽样方法、提议分布和参数设置，优化采样效率。
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《面向机器学习的计量经济学》

本讲关键问题

（1）拒绝采样的原理和操作步骤是怎样的？提议分布起到什么作用？

（2）重要性采样基于什么原理来近似期望结果？提议分布的选择如何影响重要性采样的效果？

（3）SIR方法如何改进拒绝采样？

（4）为何在高维空间中，拒绝采样和重要性采样会面临困难？

（5）MCMC方法的基本思想是什么？

（6）什么是细致平稳条件？马尔可夫链的收敛条件是什么？

（7）Metropolis - Hastings 算法的具体步骤是什么？在提议分布对称和不对称的情况下，算法有何不同？

（8）Gibbs 采样为何能保证接受概率为 1？

关键词： MCMC、 Metropolis - Hastings 算法、抽样、 Gibbs 采样马尔可夫链
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一、简单分布抽样

如何利用均匀分布的随机数生成非均匀分布的随机数？

假设可以生成区间(0, 1)内均匀分布的随机变量𝑧，则可通过𝑦 = 𝐹−1(𝑧)生成密度函数为

𝑝(𝑦)的随机数，其中𝐹(⋅)是𝑦的累积概率密度函数。这种方法需要𝐹(⋅)具有解析表达式。

若变量                       ，则变量              。

多维正态分布                        ，可以使用 Cholesky 分解 Σ = 𝐿𝐿𝑇。若                       是独立标

准正态分布向量，则                                        。
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《面向机器学习的计量经济学》

二、拒绝采样(Rejection Sampling)

假设我们希望从分布 𝑝(𝑧)中采样，但直接从𝑝(𝑧)采样相对困难：

对任意𝑧， ෤𝑝(𝑧)可以计算，但归一化常数𝑍𝑝未知。

在拒绝采样中，我们需要一个较简单的分布𝑞(𝑧)，称为提议分布（proposal distribution），从中

可以直接生成样本。

引入常数 𝑘，使得对于所有𝑧 都有 𝑘𝑞 𝑧 ≥ ෤𝑝(𝑧) 。
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《面向机器学习的计量经济学》

二、拒绝采样

拒绝采样的步骤涉及生成两个随机数

1. 从分布 𝑞(𝑧) 中采样得到𝑧0；

2. 生成一个均匀分布的随机数 𝑢0 ∼ U[0, 𝑘𝑞(𝑧0)]。

3. 如果 𝑢0 > ෤𝑝(𝑧0)，则拒绝 𝑧0 ，否则接受 𝑧0 。（如果(𝑧0, 𝑢0)落在灰色阴影区域内，则被拒绝）。

图12.1 拒绝采样
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《面向机器学习的计量经济学》

二、拒绝采样

被提出并接受的 𝑧 的概率为：

总接受的概率为：

因此，在所有被接受的样本中 𝑧 的分布为：

接收点的比例取决于 ෤𝑝(𝑧)下的面积与 𝑘𝑞(𝑧)下的面积之比。常数 𝑘 应该尽可能小，同时确保

𝑘𝑞 𝑧 ≥ ෤𝑝(𝑧)。
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《面向机器学习的计量经济学》

二、拒绝采样

拒绝采样在高维空间中非常难以实现：考 虑                                ，                              ，                             

                以确保它是一个上界。 在 𝐷 维空间中，最优                   ，接受率为 1/𝑘。随

着 𝐷的增加，接受率呈指数下降。
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三、重要性采样(Importance Sampling)

在某些情况下，我们需要估计一个概率的期望值：

例如在状态空间模型中，

重要性采样提供了近似期望结果，但不直接从𝑝(𝑧) 中直接抽样。



基于一个提议分布 𝑞(𝑧)，期望值           可以近似表示为从𝑞(𝑧)中随机样本的有限求和：

权重 𝑟𝑛 =
𝑝 𝑧 𝑛

𝑞 𝑧 𝑛 被称为重要性权重（importance weight），用以修正从 𝑞(𝑧)而非 𝑝(𝑧) 采样所引入的偏

差。与拒绝采样不同，生成的所有样本都会被保留。

11《面向机器学习的计量经济学》

三、重要性采样



在许多情况下，

𝑍𝑝, 𝑍𝑞均未知。

在这种情况下，我们有：

其中                      。该期望值可写为：

12《面向机器学习的计量经济学》

三、重要性采样
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《面向机器学习的计量经济学》

三、重要性采样

重要性采样方法的采样效率在很大程度上取决于采样分布 𝑞 𝑧 与目标分布 𝑝(𝑧)的匹配程度。

如果 𝑝(𝑧) 波动很大，并且集中于采样分布 𝑞 𝑧 中𝑧概率较小区域，那么重要性权重{𝑟𝑛}可能被少数

具有较大的权重的样本点主导，而其余权重则相对较小，导致有效样本数远小于样本数 𝑁，期望值

的估计可能会严重偏离正确值。

这也突出了采样分布 𝑞 𝑧 的一个关键要求：它不应在 𝒑(𝒛)可能显著的区域中很小或为零。
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四、采样-重要性-重采样(Sampling-Importance-Resampling, SIR)

拒绝采样依赖于常数 𝑘 的值。足够大的 𝑘 值可以保证分布 𝑝(𝑧) 被 𝑘𝑞(𝑧)所覆盖，但会导致接收率极低。

采样-重要性-重采样（SIR）与拒绝采样类似，但无需确定常数 𝑘 。

SIR 遵循如下步骤：

1. 从提议分布 𝑞(𝑧) 中抽取 𝑁 个样本 𝑧 1 , … , 𝑧(𝑁)；

2. 使用公式 （1）计算权重 𝑤1, … , 𝑤𝑁；

3. 根据权重 (𝑤1, … , 𝑤𝑁) 从离散分布 (𝑧 1 , … , 𝑧(𝑁)) 中重采样新的一组样本。
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《面向机器学习的计量经济学》

四、采样-重要性-重采样

当 𝑁 → ∞ 时，得到的样本近似服从目标分布 𝑝(𝑧)。对于一维情况，抽样结果 𝑧 ≤ 𝑎的概率是

𝑃 𝑧 ≤ 𝑎 = ෍

𝑛

𝐼 𝑧 𝑛 ≤ 𝑎 𝑤𝑛 =
σ𝑛 𝐼 𝑧 𝑛 ≤ 𝑎 ෤𝑝 𝑧 𝑛 /𝑞 𝑧 𝑛

σ𝑛 ෤𝑝 𝑧 𝑛 /𝑞 𝑧 𝑛

其中 𝐼(⋅) 是示性函数。令𝑓(𝑧) = 𝐼(𝑧 ≤ 𝑎)看作𝑧的一个函数，当 𝑁 → ∞ 时，

𝑃 𝑧  ≤ 𝑎 →
׬ 𝐼 𝑧 ≤ 𝑎 ෤𝑝 𝑧 /𝑞 𝑧 × 𝑞 𝑧 𝑑𝑧

׬ ෤𝑝 𝑧 /𝑞 𝑧 × 𝑞 𝑧 𝑑𝑧
=

׬ 𝐼 𝑧 ≤ 𝑎 ෤𝑝 𝑧 𝑑𝑧

𝑍𝑝
= න𝐼 𝑧 ≤ 𝑎 𝑝 𝑧 𝑑𝑧

表明从 SIR 样本得到的累积分布函数逐渐逼近 𝑝(𝑧)的累积分布。
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC)

拒绝采样和重要性采样在高维空间中存在局限性。在本节中，我们讨论一个非常通用且强大的方

法马尔可夫链蒙特卡罗 (Markov Chain Monte Carlo, MCMC)。

MCMC的思想是构造一条马尔可夫链，其平稳分布即为目标密度 𝑝∗(𝑥)。在贝叶斯情境中，目标

密度通常是后验分布 𝑝∗ 𝑥 ∝ 𝑝(𝑥|𝐷)，但MCMC也可以用于从任何高维分布中生成样本。

在状态空间中生成一个随机过程，使得在每个状态 𝑥 上停留的时间比例与 𝑝∗(𝑥) 成正比。由马尔

可夫链所得到的样本序列 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … 也可以用于对 𝑝∗ 进行蒙特卡罗积分。

初始样本并非来自平稳分布 𝑝∗(𝑥)，因此应当予以舍弃。达到平稳状态所需的时间称为混合时间

（mixing time）或预烧时间（burn-in time）。减少预烧时间是加速算法的最重要因素之一。
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – 马尔可夫链

首先我们介绍马尔可夫链：什么条件可以保证一条马尔可夫链收敛到目标分布？

一阶马尔可夫链定义为一系列随机变量 𝑧(1), … , 𝑧(𝑀)，满足条件独立性：

一条马尔可夫链可以定义为：

• 变量的初始分布 𝑝(𝑧(0))；

• 后续变量的条件概率，即转移概率                                                              。

如果所有转移概率都相同，则该马尔可夫链称为齐次的。
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《面向机器学习的计量经济学》

五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – 马尔可夫链

𝑧(𝑚+1) 的边缘分布可表示为：

如果每一步的边缘分布保持不变，则称该链为平稳的。对于具有转移概率 𝑇(𝑧′, 𝑧)的齐次

马尔可夫链，其在分布 𝑝∗(𝑧) 下平稳的充要条件为

一个给定的马尔可夫链可能具有多个平稳分布。例如，如果转移概率为恒等变换，则 

𝑝∗(𝑧)可以是任意分布。



保证平稳分布 𝑝∗(𝑧) 的充分但非必要条件是转移概率满足细致平衡条件：

也即前一状态是 𝑧 而后一状态是 𝑧′的联合概率等于前一状态是𝑧′而后一状态是𝑧的联合概率。因为：

满足细致平衡条件的马尔可夫链称为可逆的。

19
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – 马尔可夫链
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – 马尔可夫链

MCMC通过建立一个目标分布是𝑝∗(𝑧)且平稳的马尔可夫链来得到𝑝∗(𝑧)的随机样本，必须要求当 𝑚 → ∞ 时，

无论初始分布 𝑝(𝑧(0))是什么， 𝑝(𝑧(𝑚))都会收敛到所需的平稳分布 𝑝∗(𝑧) ，此时该链满足遍历性 (ergodicity)。

显然，一个遍历的马尔可夫链只能有一个平稳分布。

将状态转移概率堆积成矩阵𝐴，若存在正整数 𝑛 使得转移概率矩阵 𝐴𝑛 的所有元素均大于零（不等于0），即

所有状态在n步内均可达，则称矩阵 𝐴为正则的。

可以证明，如果一个齐次马尔可夫链满足细致平衡条件，且转移矩阵是正则的，那么该马尔可夫链是遍历的。  



2025年7月

21《面向机器学习的计量经济学》

五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – Metropolis-Hastings 算法

目标分布为 𝑝(𝑥) = ෤𝑝(𝑥) / 𝑍𝑝。类似于拒绝采样和重要性采样，MCMC 从提议分布 𝑞(𝑥) 中采样。但在

MCMC中，我们需要记录当前状态 𝑥(𝜏)，且提议分布 𝑞(𝑥|𝑥(𝜏)) 依赖于 𝑥(𝜏) 。

    

如何生成𝑥(𝜏+1) ：

1. 从 𝑞(𝑥|𝑥(𝜏)) 中生成候选样本 𝑥′；

2. 根据接受概率 𝐴(𝑥′, 𝑥(𝜏)) 决定是否接受 𝑥′ ；

3. 若 𝑥′被接受，则 𝑥(𝜏+1) = 𝑥′；否则， 𝑥(𝜏+1) = 𝑥(𝜏)。

样本序列 {𝑥(1), 𝑥(2), 𝑥(3), … } 构成了一条马尔可夫链。



在标准的 Metropolis 算法中，𝑞(𝑥) 是对称的，即 𝑞(𝑥𝐴|𝑥𝐵) = 𝑞(𝑥𝐵|𝑥𝐴)。候选样本 𝑥′ 的

接受概率为：

注意，当 ෤𝑝 𝑥′ ≥ ෤𝑝(𝑥(𝜏)) 时，𝑥′ 总是被接受。

当 𝑞(𝑥) 不对称时，Metropolis-Hastings 算法的接受概率调整为：

对于对称的提议分布，Metropolis-Hastings 算法可简化为标准的 Metropolis 算法。

接受准则的计算不需要知道概率分布 𝑝(𝑥) 的归一化常数 𝑍𝑝。

22《面向机器学习的计量经济学》

五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – Metropolis-Hastings 算法
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – Metropolis-Hastings 算法

只要对于任意 𝑥𝐴和 𝑥𝐵 都有 𝑞(𝑥𝐴|𝑥𝐵) > 0，则 𝑝(𝑥(𝜏)) 将在 𝜏 → ∞时收敛到 𝑝(𝑥)。

𝑝(𝑥)就是由 Metropolis-Hastings 算法构造的马尔可夫链的平稳分布，根据细致平稳条件，

因此，只要对于所有 𝑥′ 有 𝑞(𝑥′|𝑥) > 0， 𝑝(𝑥)就是平稳分布。

序列 𝑥(1), 𝑥(2), … 并非独立，因为样本之间具有高度相关性。为了获得独立样本，我们可

以舍弃大部分样本，仅保留每隔 𝑀 个样本中的一个。对于足够大的 𝑀 ，保留的样本在渐

近意义下是独立的。
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – Metropolis-Hastings 算法

• Independence sampler：

      这类似于重要性采样。𝑞(𝑥′) 可以是任意合适的分布，例如高斯分布。由于高斯分布的密度在整个状态空        

间上都有非零，因此对于任何无约束的连续状态空间都是有效的提议分布。

• Random walk Metropolis (RWM) algorithm：

Roberts and Rosenthal (2001)证明，如果后验分布是高斯分布，则渐近最优 𝜏2 = 2.382 / 𝐷，𝐷 是 𝑥 的维   

度，接受率约为0.234，此时随机样本最大覆盖𝑝(𝑥)而不被频繁拒绝。
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – 随机游走 Metropolis 例子

适当地设置方差 𝜏2 至关重要。如果方差过小，马尔可夫链将只探索其中一个模态，如图 12.2(a) 所

示；如果方差过大，大部分提议的抽样都被拒绝，链将变得非常“黏滞”，长时间停留在同一状态，

如图 12.2(b) 所示。将方差设置得恰到好处，则可以对目标分布进行良好探索，如图 12.2 (c) 所示。

图12.2 RWM 算法
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – Metropolis-Hastings 算法

• Composing proposals：如果存在多个提议分布，则可以将它们组合：

     只要每个 𝑞𝑘(𝑥′|𝑥) 都有效且每个 𝑤𝑘 > 0，整体混合分布也是有效的。

     提议分布也可以通过串联多个提议分布来组合：

     一个常见的例子是，每个基础候选 𝑞𝑘(𝑥′|𝑥) 只更新变量的一个子集。
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – Gibbs 采样

Metropolis-Hastings 方法的一个主要问题在于如何选择提议分布，而且其接受率可能较低。

Gibbs 采样是 MH 方法的一个特例，它利用条件独立性的性质构造出一个良好的提议分布，使得接受概

率为 1。

Gibbs 采样的过程是在给定其他所有变量的条件下依次对每个变量进行采样。例如，如果 𝐷 = 3，按照

如下顺序更新：
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五、马尔可夫链蒙特卡罗方法 (MCMC) – Gibbs 采样

Gibbs 采样所对应的提议分布是：

新状态𝑥′中的𝑥𝑖′被采样，而所有其他变量𝑥−𝑖′ = 𝑥−𝑖保持不变。因此，新状态 𝑥′的Metropolis-Hastings

的接受概率为：

所以，Gibbs 采样每次抽样的接受率为 100 %。

然而，接受率为 100 % 并不必然意味着 Gibbs 采样能迅速收敛，因为它每次只更新一个坐标。将变量

分组并同时采样可以显著加快收敛速度。
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六、 Stochastic Volatility Model

考虑一个随机波动率模型：

观测过程:

波动率动态:

其中                           为独立同分布的噪声项。𝜃 = (𝜇, 𝛼, 𝜙, 𝜎2) 为未知参数。

我们使用 Gibbs 采样来模拟 𝑝(𝜃, 𝑠1:𝑇|𝑦1:𝑇)。
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六、 Stochastic Volatility Model – 后验概率

1. 假设𝑠𝑡先验为均匀分布，给定参数 𝜃 = (𝜇, 𝛼, 𝜙, 𝜎2) 、 观测数据 𝑦1:𝑇以及除 𝑠𝑡外其他状态 𝑠−𝑡， 𝑠𝑡的 

    条件分布为：
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六、 Stochastic Volatility Model – 后验概率

2. 给定隐含状态 𝑠1:𝑇和观测数据 𝑦1:𝑇 ，参数 𝜇, 𝛼, 𝜙, 𝜎2的条件概率为：

    对于 𝜇 ，假设先验为均匀分布，则 𝜇的后验分布为：

    

    因此， 𝜇的后验分布为：
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六、 Stochastic Volatility Model – 后验概率

给定 𝑠1:𝑇 ，我们有：

因此：
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六、 Stochastic Volatility Model – MCMC抽样过程

1. 初始化：为𝜇, 𝛼, 𝜙, 𝜎2, 𝑠1:𝑇设定初始值。

2. 更新隐藏状态 𝑠1:𝑇 ：给定参数 𝜇, 𝛼, 𝜙, 𝜎2 ，更新 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑇。

3. 更新参数 𝜇, 𝛼, 𝜙, 𝜎2 ：根据当前隐含状态 𝑠1:𝑇更新参数。

4. 重复步骤 2 和 3
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六、 Stochastic Volatility Model

图12.3 抽样轨迹与直方图，一万次

在4000次抽样后，样本分布趋于

平稳。我们可以利用后4000个样

本拟合估计参数的分布，计算参

数的均值和方差。



谢 谢！
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