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第二章 矩阵

§1 矩阵概念的一些背景
§2 矩阵的运算
§3 矩阵乘积的行列式与秩
§4 矩阵的逆
§5 矩阵的分块
§6 初等矩阵
§7 分块乘法的初等变换及应用举例
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§1 矩阵概念的一些背景

! !

! !

!′
!′

引例1

θ

在解析几何中考虑坐标变换时，如果只考虑坐标

系的转轴（反时针旋转θ角），
平面直角坐标变换公式为

则

!"# #$% &
#$% !"# &

! ! "
" ! "

θ θ
θ θ

′ ′= −
 ′ ′= +

!"#! θ′

!"#! θ′

!"#! θ′

!"#! θ′

其中θ为x轴与!′轴的夹角 .
显然，新旧坐标之间的关系，

完全可以通过公式中系数排成

（1）
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的2×2矩阵
!"# #$%
#$% !"#

θ θ
θ θ

− 
 
 

表示出来．

通常，矩阵（2）称为坐标变换（1）的矩阵．

（2）
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在空间的情形，保持原点不动的仿射坐标系的

变换有公式

!! !" !#

"! "" "#

#! #" ##

$
$
%

! " ! " # " $
# " ! " # " $
$ " ! " # " $

′ ′ ′= + +
 ′ ′ ′= + +
 ′ ′ ′= + +

(3)

同样，矩阵

!! !" !#

"! "" "#

#! #" ##

! ! !
! ! !
! ! !

 
 
 
 
 

就称为坐标变换（3）的矩阵．

(4)
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引例2 二次曲线的一般方程为
! !! ! ! "#!" #"$ %$ &" '$ (+ + + + + = （5）

（5）的左端可以用表
!

!
!

!

!

!

! ! !
!! !

! ! !
来表示，其中每一个数就是它所在行和列所对于的

x，y或1的乘积的系数，而(5)的左端就是这样的约定
所形成的项的和．换句话说，只要规定了x, y,1的次
序，二次方程(5)的左端就可以简单用矩阵
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! " #
" $ %
# % &

 
 
 
 
 

来表示．通常，(6)称为二次曲线(5)的矩阵．

(6)

事实上，我们以后会看到，这种表示法不只是

形式上，而且矩阵(6)的性质的确能够反映了所表示
二次曲线的性质．
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引例３
假设在某一地区，某一种物资，比如说煤，有s

个产地 A1, A2, …, As和n个销地B1, B2, …, Bn，则一个调

运方案就可用一个矩阵

!! !" !

"! "" "

! "

!

!

" " "!

# # #
# # #

# # #

 
 
 
 
 
 

!

!

" " "

!

来表示，其中aij表示由产地Ai运到销地Bj的数量．
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n维向量也可以视为矩阵的特殊情形．

n维行向量就是1×n矩阵，n维列向量就是n×1
矩阵．

以后用大写的拉丁字母A，B，…，或者
! "#! "#!" !"# $ !

来表示矩阵．

有时需要指明所讨论矩阵的级数，可以把s×n
写成Asn，Bsn，…，或者

! " #! " #!" #$ !" #$% & !

注意矩阵的符号与行列式符号之间的区别．
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设 A= (aij)mn，B = (bij)lk，如果m=l，n=k，且
!!" !"# $=

对 !"#" " !"#" "! " # $= =! !! 都成立，则称A=B．
即只有完全一样的矩阵才称为相等．
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§2 矩阵的运算
为了确定起见，取定一个数域P，以下所讨论的

的矩阵全部都是数域P中的数组成的．
1．加法
定义1 设

!! !" !

"! "" "

! "

# $ %

!

!
"# A!

A A A!

% % %
% % %

& %

% % %

 
 
 = =
 
 
 

!

!

" " "

!

!! !" !

"! "" "

! "

# $

!

!
"# $!

$ $ $!

B B B
B B B

& B

B B B

 
 
 = =
 
 
 

!

!

" " "

!

是两个s×n矩阵，则矩阵
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!! !! !" !" ! !

"! "! "" "" " "

! ! " "

! !

! !

" " " " "! "!

# $ # $ # $
# $ # $ # $

# $ # $ # $

+ + + 
 + + + =
 
 + + + 

!

!

" " "

!

! " ! "!" #$ !" !" #$% C ' (= = +

称为A与B的和，记为
!! " #= +

矩阵的加法就是矩阵对应的元素相加．

注  相加的矩阵必须要有相同的行数和列数．
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矩阵加法的运算性质
结合律 ! " ! "! " # ! " #+ + = + + !

交换律 !! " " !+ = +

元素全为零的矩阵称为零矩阵，记为Osn，在不

致于混淆的情况下，可简记为O．
显然，对所有的A，

!! " !+ =
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矩阵
!! !" !

"! "" "

! "

#

!

!

" " "!

# # #
# # #

# # #

− − − 
 − − − 
 
 − − − 

!

!

" " "

!

称为矩阵A的负矩阵，记为－A．
显然有

! " #! ! "+ − =

矩阵的减法定义为

A－B＝A+( －B )．
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命题1
秩(A + B)≤秩(A) + 秩(B)．

证明：
设A, B为m×n矩阵，秩(A) = r，秩(B)= s．

!" " !α α! 为矩阵A的行向量组，

!
" "

!" "β β! 为矩阵B的行向量组
则

! ! " "# # # ! !α β α β α β+ + +!

为矩阵A+B的行向量组．

设
!
"

!" "α α! 为它的

极大无关组， !" " !β β!
的极大无关组，
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显然 ! "#$# # %! ! ! "α β+ = ! 可由
! !
" " " "

! "# # $ $α α β β! !

线性表出，

秩(A + B)≤秩(A) + 秩(B)．

秩(A + B)≤ r + s．
即

! !
" " " "

! "# # $ $α α β β! !故它的极大无关组也可由 线

性表出，
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2．乘法
引例

设x1，x2，x3，x4和y1，y2，y3是两组变量，它们
之间的关系为

! !! ! !" " !# #

" "! ! "" " "# #

# #! ! #" " ## #

$ $! ! $" " $# #

%
%
%
%

! " # " # " #
! " # " # " #
! " # " # " #
! " # " # " #

= + +
 = + +
 = + +
 = + +

（1）
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又如z1，z2是第三组变量，它们与y1，y2，y3的关系为

! !! ! !" "

" "! ! "" "

# #! ! #" "

$
$
%

! " # " #
! " # " #
! " # " #

= +
 = +
 = +

（2）

由(1), (2)不难得出x1，x2，x3，x4与z1，z2的关系：
!

"
! !" "

"
# $ %

=

=∑
! "

# #
$ %!" "# #

" #
$ % &

= =

=∑ ∑
! "

# #
!" "# #

" #
$ % &

= =

=∑∑
! "

# #
!" "# #

# "
$ % &

= =

=∑∑
! "

# #
$ %!" "# #

# "
$ % &

= =

=∑ ∑ ! "#$#%#&'(! = （3）
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如果用 !

"
! !" "

"
# $ %

=

=∑ ! "#$#%#&'(! = （4）

来表示x1，x2，x3，x4与z1，z2的关系，
就有 !

"
!" !# #"

#
$ % &

=

=∑ ! "#$#%#& "#$'(! "= =! （5）

用矩阵的表示为：如果

!" "#$ % & $ %!" "#A B & '= =
分别表示变量 ! " # $% % %! ! ! ! 与 ! " #$ $! ! ! 以及 ! " #$ $! ! ! 与

之间的关系，则表示 ! " # $% % %! ! ! !与! "#! ! ! "#! ! 之间的
关系的矩阵 !"# $!"# $= 可由公式(5)决定．
矩阵C称为矩阵A与B的乘积，记为 !! "#=

比较(3)，(4)
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定义2
设

! " # ! " #!" #A "B A&' ( ) *= =
则矩阵

! " #!" #$% C=
其中

! ! " "
!

#
!

"# " # " # "! !# "$ $#
$

% & ' & ' & ' & '
=

= + + + =∑! （6）

称为A与B的乘积，记为
!! "#=
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!!

!

!

!

"

#

#

#

!

!

! !

"!

#!

$

$

%

!

!

!!

"!

#!

$

$

$

!

!

!

!

!

!

!

! ! "×

!! ! !! "# # #! !

! ! !

!! !" !#$ $ $! !

! ! !

!! !" !#$ $ $! ! ! "×

! !! " !# #" !$ $"% & % & % &= + + + +! !

!!

!!

C=AB的第i行，第j列的元素cij

例如
!!! = !! !! !" "! ! !#! !" # " # " #+ + +!

!!" = !! ! !" " ! #! ! " "!# $ # $ # $+ + +!
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例1 设
! " #

$ ! $ %
$ % $

$ $ " ! & &
" $ $

! ' $ #
$ % $

! "

 
−   

   = − =   − −    − 

则

!"
 
 =  
 
 

!− ! !
!" ! !−
!− !" !"
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例2
!! ! !" " ! !

"! ! "" " " "

! ! " "

#
#

$

! !

! !

" " "! ! "

# $ # $ # $ %
# $ # $ # $ %

# $ # $ # $ %

+ + + =
 + + + =


 + + + =

!

!

!!!

!

一般线性方程组，

设

令

!! !" !

"! "" "

! "

#

!

!

" " "!

# # #
# # #

A

# # #

 
 
 =
 
 
 

!

!

" " "

!

! !

" "# #

! "

# $
# $

B &

# $

   
   
   = =
   
   
   

! !

则上述线性方程组可写成 AX = B．
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矩阵乘法的运算性质

结合律 A(BC) = (AB)C

证明：设
! " # ! " # ! " #!" #A "B AC B' C() * + , - .= = =

令
! " #!" #AB &' (= = ! " #!" #$B C' (= =

其中

!

!

"# "$ $#
$

% & '
=

=∑ ! "#$# # % "# $# # &#! " # $= =! !

!

!

"# "$ $#
$

% & '
=

=∑ ! "#$# # % "# $# # &#! " # $= =! !
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因为
( AB )C = VC

中VC的第i行第l列元素为

!

!

"# #$
#
% &

=
∑

! !
" #

! "

#$ $% %&
% $

' ( )
= =

=∑ ∑
! !

"
! "

#$ $% %&
% $

' ( )
= =

=∑∑ (7)

而
A( BC ) = AW

中AW的第i行第l列元素为

!

!

"# #$
#
% &

=
∑

! !
" #

! "

#$ $% %&
$ %
' ( )

= =

=∑ ∑
! !

"
! "

#$ $% %&
$ %

' ( )
= =

=∑∑ (8)

由于双重连加号可以交换次序，所以(7)与(8)的结果

相等，故(AB)C = A(BC)．



上页   下页   返回   结束 

乘法不满足交换律
即一般来说，AB≠BA．

首先，AB有意义时，BA不一定有意义 ．
例如，A为s×n级，B为n×m级，s ≠ m．
其次，AB, BA都有意义时，AB, BA不一定同级数．
例如，A为s×n级，B为n×s级，s ≠ n．
A为s×s级，B为n×n级．
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最后，AB, BA都有意义时，且有相同级数时，它
们也不一定相等 ．

例如，
! ! ! !

" "
! ! ! !

! "
−   

= =   − − −   

! ! ! ! " "
#

! ! ! ! " "
!"

−    
= =    − − −    

而

! ! ! ! " "
#

! ! ! ! " "
!"

−    
= =    − − − − −    
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乘法不满足消去律

即
!!" !# " #= ⇒ =

也等价于

!" # ! #= ⇒ = 或 !! "=

反例
! ! ! !

" "
! ! ! !

! "
−   

= =   − − −   

! ! ! ! " "
#

! ! ! ! " "
!"

−    
= =    − − −    

但
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定义3
主对角线上元素全是1，其余元素全是0的n×n

矩阵
! " "
" ! "

" " !

 
 
 
 
 
 

!

!

" " # "

!

称为n级单位矩阵，记为En，或在不致于引起混淆时

可简写成E．
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注1
显然，

!!" " !"# A #=

!! !" !"# A A=

注2
矩阵的乘法和加法还满足分配律，即

! " #! " # !" !#+ = +
! " #! " # !# "#+ = +
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定义
n级方阵A的方幂运算，定义

!

!

"
#! !

" "
" " "+

 =


=
即Ak为k个A连乘.

注1
方幂只能对行数与列数相等的方阵才有定义.
注2

!" # !! " ! " ! " !"# # # # #+ = =
其中k，l为任意正整数.
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注3
! " #! ! !"# " #≠

一般来说，

! " ! "! " ! "#!"# "# "# "#= !

k个
!! !" # "" "## #= ! !

k个 k个
因为乘法不具有交换律，它们不一定相等.
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3.数量乘法
定义4
矩阵

!! !" !

"! "" "

! "

!

!

" " "!

#$ #$ #$
#$ #$ #$

#$ #$ #$

 
 
 
 
 
 

!

!

" " "

!

称为矩阵A=(aij)sn与数k的数量乘积，记为kA.
即用数k乘矩阵就是把矩阵的每个元素都乘上k.
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矩阵数量乘法的运算规律
! " #! " # !# "#+ = +

! " #! " # !" !#+ = +
! " ! " #! "# !" #=
! "! !=

! " ! " ! "#! "# !" # " !#= =

上述等式的证明是显然的.
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矩阵

通常称为数量矩阵.

! !
! !

! !

!
!

!"

!

 
 
 =
 
 
 

!

!

" " # "

!

显然，
! " ! "#!" !# " " !#= =

上式表明，数量矩阵与所有的n×n矩阵作乘法是可交
换的.
事实上，若一个n级矩阵与所有n级矩阵作乘法是

可交换的，则这个矩阵一定是数量矩阵.
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4.转置
定义5
设

所谓A的转置就是矩阵

!! !" !

"! "" "

! "

#

!

!

" " "!

# # #
# # #

A

# # #

 
 
 =
 
 
 

!

!

" " "

!

!! "! !

!" "" "

! "

#

!

!

" " !"

# # #
# # #

A

# # #

 
 
 ′ =
 
 
 

!

!

" " "

!

显然，s×n矩阵的转置为n×s矩阵.

(有时也记为AT )
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矩阵转置的运算规律

! " #! !′ ′ =

! " #! " ! "′ ′ ′+ = +

! " #!" " !′ ′ ′=

! " #!" !"′ ′=

!! !" ! !! !" !

"! "" " "! "" "

! " ! "

# $

! "

! "

# # #! ! ! !"

A A A B B B
A A A B B B

& '

A A A B B B

   
   
   = =
   
   
   

! !

! !

" " " " " "

! !

(17)
(18)
(19)

(20)

(17), (18), (20)的证明是显然的，下证(19) .

设
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则AB中第i行第j列的元素为

!
"

!

"# #$
#
% &

=
∑

所以! "!" ′的第i行第j列的元素为

!
"

!

"# #$
#
% &

=
∑

其次，!′的第i行第k列的元素为 !!"# !′的第k行第j列的
!!"#元素为 故! "′ ′的第i行第j列的元素为

!

!

"# $"
"
% &

=
∑

!
"

!

"# #$
#
% &

=

=∑
故 ! " #!" " !′ ′ ′=
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例 设
! " #

$"% "%!&% " " ' (
) ! "

! "
− 

 = − =  
 
 

于是 ! " #
$"% "%!& " " ' $(%!% "&)

* ! "
!"

− 
 = − = − 
 
 

! " ! #
! $ ! ! " %
" & ' !

! "
   
   ′ ′= − = −   
   
   

所以
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! " # " $
" " ! " ! % & '
( ) " ! "

! " "!
    
    ′ ′ ′= − − = =    
    −    
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§3 矩阵乘积的行列式与秩

定理1
设A，B是数域P上的两个n×n矩阵，则

! ! ! !! !"!" ! "= （1）

即矩阵乘积的行列式等于它的因子的行列式的乘积．
推论1
设A1, A2, …, Am是数域P上的两个n×n矩阵，则

! " ! "# # # ## # # # $! !" " " " " "=! !
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定义6
数域P上的n×n矩阵A称为非退化的，如果

! ! "#! ≠
否则称为退化的．

线性方程组Ax = 0只有零解
A是非退化的，即| A |≠0
A是满秩的，即秩(A) = 0
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定理2
设A是数域P上n×m矩阵，B是数域P上m×s矩阵,

则
秩(AB)≤min[秩(A), 秩(B)]，

即乘积的秩不超过各因子的秩．

(2)

证明：先证秩(AB)≤秩(B)．
设

!! !" ! !! !" !

"! "" " "! "" "

! " ! "

# $

! "

! "

# # #! ! ! !"

A A A B B B
A A A B B B

& '

A A A B B B

   
   
   = =
   
   
   

! !

! !

" " " " " "

! !

!!

!!

!"
!
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令B1, B2, …, Bm表示B的行向量，C1, C2, …, Cm表示AB
的行向量，

因为Ci的第j个分量为
!

"
!

"# #$
#
% &

=
∑ 而

! ! " "! ! !" "# $ # $ # $+ + +!

的第j个分量也为 ! ! " "
!

#
!

" # " # "! !# "$ $#
$

% & % & % & % &
=

+ + + =∑! 所以

! ! " " # !$"$ $ %$! ! ! !" "# $ B $ B $ B ! C= + + + =! !

从而AB的行向量组C1, C2, …, Cm可经B的行向量组线
性表出．于是 AB的秩不超过B的秩，即

秩(AB)≤秩(B)．
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再证秩(AB)≤秩(A)．
!! !" ! !! !" !

"! "" " "! "" "

! " ! "

# $

! "

! "

# # #! ! ! !"

A A A B B B
A A A B B B

& '

A A A B B B

   
   
   = =
   
   
   

! !

! !

" " " " " "

! !

!! !! !"

令A1, A2, …, Am表示A的列向量，D1, D2, …, Dm表示AB
的列向量，与上述证明类似可知，

! ! " " # !$"$ $ %! ! ! "! "# A % A % A % ! &= + + + =! !

即矩阵 AB 的列向量组可以经矩阵A的列向量组线性
表出，

秩(AB)≤秩(A)．
即因而前者的秩不超过后者的秩，
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综上所述，

秩(AB)≤秩(A)，且秩(AB)≤秩(B)，

从而
秩(AB)≤min[秩(A), 秩(B)]．

推论3
设 A=A1 A2…,Am，则

!
" # $%& " #'!! "
# #

≤ ≤
≤! !
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§4 矩阵的逆
定义7
n级方阵A称为可逆的，如果有n级方阵B，使得

!" "! #= = !
其中E是n级单位矩阵.

注1

（1）

只有方阵才能满足(1) .
事实上，设 A，B分别为m×n，n×m矩阵，若

AB = Em，BA= En，

! " ! " ! " #!! " #A A B= = ≤ ≤! ! !

即n ≤ m . 同理 m≤n，从而 m = n.

则
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注2 对于任意的矩阵A，适合等式(1)的矩阵B
是唯一的(如果有的话).

事实上，假设B1，B2是两个适合(1) 的矩阵，则

!! ! "# $! "!=!! "= ! "# $! " != !!"= !"!=

定义8
如果矩阵B适合（1），则B就称为A的逆矩阵.

记为 !"!−
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矩阵A可逆的条件
定义
9设Aij是矩阵 !! !" !

"! "" "

! "

!

!

! ! !!

" " "
" " "

#

" " "

 
 
 =
 
 
 

!

!

" " "

!

中元素aij的代数余子式，矩阵

!! "! !

!" "" "#

! "

!

!

! ! !!

" " "
" " "

"

" " "

 
 
 =
 
 
 

!

!

" " "

!

称为A的伴随矩阵.



上页   下页   返回   结束 

注1
矩阵A的伴随矩阵 !! 的第i行第j列元素为 !!"# 即

为aji的代数余子式.
注2

!! !" ! !! "! !

"! "" " !" "" "#

! " ! "

! !

! !

! ! !! ! ! !!

" " " # # #
" " " # # #

##

" " " # # #

  
  
  =
  
  
  

! !

! !

" " " " " "

! !

的第i行第j列元素为

! ! " "! " ! " !# #"A % A % A %+ + + =!
| A |，i＝j，

0，    i≠j.
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故

!

" "
" "

" " #

" "

!
!

!! ! "

!

 
 
 = =
 
 
 

!

类似可知，
! " " #! ! ! "=

由此可知，若 | A |≠0，则

于是
! ! " " #!! ! ! ! "= =

! !" "# $ # $ %
& & & &

! ! ! ! "
! !

= =

（2）

（3）
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定理3
A可逆 ! ! "#! ≠

而 ! "! #
$ $

! !
!

− =

证明：
! "⇐ 若 ! ! "#! ≠ 则

! !" "# $ # $ %
& & & &

! ! ! ! "
! !

= =

由定义可知，A可逆.
! "⇒ 若A可逆，则存在 !!− 使 ! "!! "− =

两边取行列式，得
!" "" " " " !#! ! "− = =

因而! ! "#! ≠
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注1 由定理3容易看出，对于n级方阵A, B，如果
AB＝E，

则 A，B就都是可逆的，且它们互为逆矩阵.

注2 定理3不仅给出了一矩阵可逆的条件，同时

也给出了求逆矩阵的公式

! "! #
$ $

! !
!

− =

但这种求法需要计算n2个n－1级行列式，显然计算量

一般是非常大的. 需要给出另一种求法.
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例如

! "
# $
 
 
 

若 !"!" #$− ≠ 则

对于2级方阵

!
! "

! " # "
$ # $ !!# "$

− −   
=   −−   

注3 若 | A |≠0，则 
! !" " #
" "

!
!

− =
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推论   如果矩阵A，B可逆，则 !′与AB也可逆，
且 ! !" # " # $! !− −′ ′=

! ! !" # $!" " !− − −=
证明：A，B可逆 ! ! "#! ! "! "≠ ≠

! ! ! ! "#! ! ! !! ! "! ! !" ! "′ = ≠ = ≠
!′与AB也可逆.

!" #! !−′ ′ !" #! !− ′=
又因为

!! !′= =
! !" #" #!" " !− − ! !" #! "" !− −= ! ! "!"! !! "− −= = =

类似可证 !" # $! ! "− ′ ′ =
故

! !" #" # $! " "! #− − =

! !" # " # $! !− −′ ′= ! ! !" # $!" " !− − −=
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矩阵的逆在线性方程组的应用

!!" #=

线性方程组
!! ! !" " ! !

"! ! "" " " "

! ! " "

#
#

#

! !

! !

! ! !! ! !

" # " # " # $
" # " # " # $

" # " # " # $

+ + + =
 + + + =


 + + + =

!

!

!!!

!

（克拉默法则的另一证法）

的矩阵形式为

其中
!! !" ! ! !

"! "" " " "

! "

# # $

!

!

" " "! ! "

# # # A B
# # # A B

& ' (

# # # A B

     
     
     = = =
     
     
     

!

!

" " " " "

!
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若! ! "#! ≠ 则 A可逆，故
! ! !" # " # $! " " ! " "! " #− − −= = =

由此可知 !! "−
代入原方程即得 !" # $! ! " "− =

是一个解.
设 X = C是原方程组的一个解，则

!" #=
得

! !" # $! !" ! #− −=
即

! "! " #−=
由此可知， !! " #−= 是唯一解.
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进一步，

!

" ! !
# #

!

"
"

# A B A B
A

"

− ∗

 
 
  = = =
 
 
 

!

!! "! ! !

!" "" " "

! "

!
# #

!

!

! ! !! !

" " " #
" " " #

"
" " " #

  
  
  =
  
  
  

!

!

" " " "

!

于是 ! ! " "
! # $
% %! ! ! "! "# A % A % A %
A

= + + +!

!! !" ! ! !" ! !

#! #" ! # #" ! #

! " ! " !

! $
% %

! ! "

! ! "

" " ! " " ! ""

# # A # #
# # A # #

%
# # A # #

− +

− +

− +

=

! !

! !

" " " " "

! !
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定理4
A是一个s×n矩阵，如果P是s×s可逆矩阵，Q是

n×n可逆矩阵，则
秩(A) = 秩(PA) =  秩(AQ).

证明：
令

!! "#=
由定理2，

! " ! "#! "≤! !

但是由 ! "! " #−= 又有 ! " ! "#! "≤! !

所以秩(A) = 秩(B) =  秩(PA).
类似可证第二个等式.
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§5 矩阵的分块
对于级数较高的矩阵，常常可以把一个大矩阵

看成是由一些小矩阵组成的，就如矩阵是由数组成

的一样，即矩阵的分块.
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例1

! " " "
" ! " "
! # ! "
! ! " !

!

 
 
 =
− 
 
 

 
 =  
 
 

!! !

!! !!

其中，E2表示2级单位矩阵，而

!

! " # #
$ %

! ! # #
! "

−   
= =   
   

矩阵
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 
 =  
 
 

!!! !"!

!"! !!!

其中

!! !"

! # $ "
% %

! " # !
! !   

= =   −   

矩阵

! " # $
! $ " !
! " % !
! ! $ "

!

 
 − =
 
 − − 

!" !!

" # $ "
% &

" " ! #
! !   

= =   − −   



上页   下页   返回   结束 

在计算AB时，把 A，B都看出是由这些小矩阵组成
的，即按2级矩阵来计算。于是

! "" "!

" ! !" !!

! " # #
A#

A ! # #
  

=   
  

!! !"

! !! "! ! !" ""

#
! !

"! ! "! !
 

=  + + 

其中
! !! "!

! " ! # ! #
! ! ! " ! !

!" "
−    

+ = +    − − −    

! " # $
$ % # #
−   

= +   − −   

! "
#

$ $
− 

=  − 
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! !" ""

! " # " $ !
! ! % ! " %

!" "
−    

+ = +    
    

! " # $
! ! % "
−   

= +   
   

! !
"

# $
 

=  
 

从而
! " # $
! $ " !

%
$ & ! !
! ! ' #

!"

 
 − =
− 
 − 

不难验证，直接按4级矩阵乘积的定义来作，结果是
一致的。
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一般地说，设A = (aik)sn， B = (bkj)nm，把A，B分

成一些小矩阵：

! =

!! !" !

"! "" "

! "

#

!

!

" " "!

# # #
# # #

# # #

 
 
 
 
 
 

!

!

" " "

!

!!

!!
!

!"

!! !! ! !"

! =

!! !" !

"! "" "

! "

#

!

!

" " "!

# # #
# # #

# # #

 
 
 
 
 
 

!

!

" " "

!

!! !!

!

!"
!!

!!

!

!"

其中每个Aij是si×nj小矩阵，每个Bij是ni×mj小矩阵。
于是
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! "#= =

!! !" !

"! "" "

! "

#

!

!

" " "!

# # #
# # #

# # #

 
 
 
 
 
 

!

!

" " "

!

!!

!!
!

!"

!! !! !"!

其中
! ! " "!" ! " ! " !# #"A B C B C B C= + + +!

!

!

"# #A
#
B &

=

=∑ ! "#$# # "#$# # %&! " # $= =! !!

不难验证，这个结果由矩阵乘积的定义直接验证即

得。
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矩阵分块的简单应用
1. 在证明关于矩阵乘积的秩的定理时，已经用

了矩阵分块的想法。

!! !" ! !

"! "" " "

! "

!

!

" " "! "

# # # $
# # # $

$

# # # $

   
   
   = =
   
   
   

!

!

" " " "

!

令B1, B2, …, Bm表示B的行向量，于是

这就是B的一种分块。按分块相乘，就有
!! !" ! !

"! "" " "

! "

!

!

" " "! !

# # # A
# # # A

BA

# # # A

  
  
  =
  
  
  

!

!

" " " "

!

!! ! !" " !

"! ! "" " "

! ! " "

! !

! !

" " "! !

# $ # $ # $
# $ # $ # $

# $ # $ # $

+ + 
 + + =
 
 + + 

!

!

"

!
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!! ! !" " !

"! ! "" " "

! ! " "

! !

! !

" " "! !

# A # A # A
# A # A # A

BA

# A # A # A

+ + 
 + + =
 
 + + 

!

!

"

!

从上式很容易看出 AB的行向量是 B的行向量的线性
组合。
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另一方面，令A1, A2, …, Am表示A的列向量，
!! !" !

"! "" "
! "

! "

# $ $ $ %

!

!
!

" " "!

# # #
# # #

A A A A

# # #

 
 
 = =
 
 
 

!

!
!

" " "

!

则 !! !" !

"! "" "
! "

! "

# $ $ $ %

!

!
"

" " "!

# # #
# # #

AB A A A

# # #

 
 
 =
 
 
 

!

!
!

" " "

!

! "
! ! !

# $ $ $ %
! ! !

" " " " "# "
" " "
A % A % A %

= = =

= ∑ ∑ ∑!

从上式很容易看出 AB的列向量是 A的列向量的线性
组合。
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2. 求矩阵
!! !

!

!! ! !! !

! !

" "

" "

!

! !!

! "

" "! " ""

# #

# #
$

% % & &

% % & &

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

! !

" " " "

! !

! !

" " " "

! !

! "
# A
 

=  
 

的逆矩阵，其中A，B分别是k级和r级的可逆矩阵，C
是r×k矩阵，O是k×r零矩阵。

首先，因为
! ! ! !! !"! " #=

所以当A，B可逆时，D也可逆。
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设

!! !"!

"! ""

#
! !

"
! !

−  
=  
 

于是
!! !"

"! ""

#!

"

# # A BC B
# # B A' E
    

=    
    

乘出并比较等式两边，得

!! "!"# A=

!" #!" #=

!! "! #!" #" $+ =

!" "" #!"# $# B+ =

!
!! "! "−=

!
!" #! " # #−= =

!
"" #! "−=

!" ""!" #"= − !
"! !!! " #!−= −

! !
"!! " #A− −= −

!

! ! ! "
! "
# A! #

−

− − −

 
=  − 
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对角矩阵与准对角矩阵
定义
形如

!

"

!

"
"

"

 
 
 
 
 
 

!

的矩阵，其中ai是数，通常称为对角矩阵。
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定义
形如

!

"

!

"
"

"

 
 
 
 
 
 

!

的矩阵，其中Ai是ni级方阵，通常称为准对角矩阵。
当然，准对角矩阵包括对角矩阵作为特殊情形。
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对于两个有相同分块的准对角矩阵

! !

" "#

! !

" #
" #

" #

" #

   
   
   = =
   
   
   

! !

如果它们相应的分块是同级的，则

! !

" " #

! !

" #
" #

"#

" #

 
 
 =
 
 
 

!

! !

" " #

! !

" #
" #

" #

" #

+ 
 + + =
 
 + 

!

它们还是准对角矩阵。
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其次，如果A1，A2，…，Al都是可逆矩阵，则

! !
! !

!
" "

!

#

! !

" "
" "

" "

− −

−

−

  
  
   =
  
  

   

! !
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§6 初等矩阵
定义10
由单位矩阵E经过一次初等变换得到的矩阵称为

初等矩阵。
注  由定义可知，初等矩阵有以下三种情形：
1.   交换E的第i行与第j行，记为P(i, j)；
2.   用数域P中非零数c乘E的第i行，记为P(i(c))；
3.   把E的第j行的k倍加到第i行，记为P( i, j(k)).

即
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!

!
" !
!

# $ % $
!

! "
!

!

! " #

 
 
 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 
 
 
 

!

"

# ! #

"

!

!! "

!! "
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!

!
" " ## $

!

!

! " # #

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

!

!

!!"
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!

!
" # " $$ #

!

!

!
" # $ !

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

!

"

! #

!

!!"

!! "
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注  同样可以得到与列变换相应的初等矩阵。

1.  交换E的第i列和第j列，即
!

!
" !
!

#
!

! "
!

!

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

!

"

# ! #

"

!

!!" !!"

显然，它与交换E的第i行和第j行，即P(i, j)相同.
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2.   用数域P中非零数c乘E的第i列，即

显然，它与初等矩阵P(i(c))相同.

!

!
" " ## $

!

!

! " # #

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

!

!

!!"
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3.   把E的第j列的k倍加到第i列，即

显然它与初等矩阵P( j, i(k))或PT(i, j(k))相同.

!

!
" # " $$ #

!

!

! " # $
$

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

!

" !

#

!

!!" !!"

综上所述，通过初等列变换得到的初等矩阵与

前面所列举的三类初等矩阵形式上是相同.
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引理
对一个s×n矩阵A作一初等行变换就相当于在A

的左边乘上相应的s×s初等矩阵；
对一个s×n矩阵A作一初等列变换就相当于在A

的右边乘上相应的n×n初等矩阵；
证明：

（只证行变换的情形，列变换的情形可同样证明）
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设A1,  A2, …，As为A的行向量。即

!

" #

!

"
"

"

"

 
 
 =
 
 
 

!

即左边乘上P(i,  j) 相当于交换 A的i行与j行；

!

" # $
!

"

#

A

A
% " ! A

A

A

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

!

!

!

!!

!!

则

(1)
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即左边乘上P(i(c)) 相当于用数c乘 A的i行。

!

" " ## !

"

#

A ! % # %#

#

 
 
 
 =
 
 
 
 

!

!

!!

(2)
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即左边乘上P(i,  j (k)) 相当于把A的j行加到i行。

!

" # $
! "

"

#

A

A %A
& ! " A

A

A

 
 
 
 +
 =  
 
 
 
 
 

!

!

!

!!

!!

(3)
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注  不难看出，初等矩阵都是可逆的，它们的逆

矩阵还是初等矩阵.
事实上，

!" # $ " # $#! " # ! " #− =
! !" " ## " " ##$! " # ! " #− −=

!" # " $$ " # " $$%! " # $ ! " # $− = −
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在解线性方程组时我们看到，用初等行变换可
以化简矩阵。如果同时用行与列的初等变换，则矩

阵还可以进一步化简。为了方便，我们引入

定义11
矩阵A与B称为等价的（或相抵），如果 B可以

经过一系列初等变换得到。

注 等价是矩阵间的一种关系。

不难证明，它具有：

1）反身性，即 A与自身等价；
2）对称性，即若 A与B等价，则B与A等价；
3）传递性，即若 A与B等价，B与C等价，则A

与C等价。
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定理5
任意一个s×n矩阵 A都与一形式为

! " " "
" ! " "

" " ! "
" " " "

" " " "

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

! !

! !

" " " "

! !

! !

" " " "

! !

的矩阵等价，它称为矩阵A的标准形，主对角线上 1
的个数等于A的秩。

r个1
r = 秩(A)
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证明：
若 A = O，则它已经是标准形了。
以下不妨设A≠ O。 经过初等变换，A一定可以变

成一左上角元素不为零的矩阵。

当a11≠0时，把其余的行减去第一行的 !
!! !!" "−

!"#" " $!! 倍，其余的列减去第一列的 !
!! ! !" "− ! "#$# # %! "= !

!! =

倍。然后用 !
!!!
− 乘第一行，A就变成

!

! " "
"

"
!

 
 
 
 
 
 

!

"
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A1是一个(s－1)× (n－1)的矩阵。对 A1再重复以上的

步骤。 这样继续下去就可得出所要的标准形。

显然，标准形矩阵的秩就等于它主对角线上的

1的个数。而初等矩阵不改变矩阵的秩，所以1的个
数也就是矩阵 A的秩。

注   用分块矩阵可写成，A的标准形为

! "

! " ! " ! "
#! ! " !

# ! ! # ! " !

$ %
% %

× −

− × − × −

 
 
 
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例 用初等变换将下列矩阵化为标准形，
! ! " !
! " # $

%
# # & '
# ( $ &

!

 
 
 =
 
 
 

解
! ! " !
! " # $
# # % &
# ' $ %

!

 
 
 =
 
 
 

! ! " ! 
 
 
 
 
 

第2行＋第1行×(-1)

! " # $−

第3行＋第1行×(-2)

! ! ! "

第4行＋第1行×(-2)

! " # $−

!
"
"
"

 
 
 
 
 
 

第2列＋第1列×(-1)
第3列＋第1行×(-3)
第4列＋第1行×(-1)

!
"
!
"

!
"
!
"

−

−

!
"
#
"
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!
"
"
"

 
 
 
 
 
 

!
"
!
"

!
"
!
"

−

−

!
"
#
"

! " " "
" # ! $
"
"

 
 − 
 
 
 

第4行＋第2行×(-1)

! ! "
! ! !

! " " "
" #
" "
" "

 
 
 
 
 
 

第3列＋第2列×(1 / 2)
!
!
!

第4列＋第2列×(- 2)!
"
!

! " " "
" ! " "
" " " !
" " " "

 
 
 
 
 
 

第2列×(1 / 2)

第4列×(1 / 5 )

! " " "
" ! " "
" " ! "
" " " "

 
 
 
 
 
 

交换第3列,第4列
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命题
矩阵 A，B等价的充分必要条件是有初等矩阵

! " ! "# # # # # # #! "# # # $ $ $! ! 使

! " ! " #! "# AA AB&& &= ! !

证明：由引理与定义5立知。

对一矩阵作初等行变换相当于左乘一初等矩阵；
作初等列变换相当于右乘一初等矩阵。
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定理6

n级矩阵A可逆

n级矩阵 A为可逆的充分必要条件是它能表成一
些初等矩阵的乘积

! " #!" ## #= !

证明：

A的秩为n
A的标准形为En A与En等价

A能表成一些初等矩阵的乘积
! " #!" ## #= !
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推论1
两个s×n矩阵A，B等价的充分必要条件为，存

在可逆的s级矩阵P与可逆的n级矩阵Q使
A = PBQ。
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推论2
可逆矩阵总可以经过一系列初等行变换化成单

位矩阵。

证明：
由定理6可知，A可逆
A能表成一些初等矩阵的乘积 ! " #!" ## #= !

可改写为
! ! !

" ! #!" " " # A− − − =!

因为初等矩阵的逆矩阵还是初等矩阵，同时在矩阵

A的左边乘初等矩阵就相当于对 A作初等行变换。
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上述讨论提供了一个求逆矩阵的方法

设 A是一个n级可逆矩阵，由推论2，有一系列
初等矩阵P1, …, Pm使

! "!" "# A=!

于是
!

! ! "! !" # # # #A− = =! !

由上面两个等式说明，如果用一系列初等行变换把

可逆矩阵 A化成单位矩阵，则同样地用这一系列初
等行变换去化单位矩阵，就得到 A－1。
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把A, E这两个n×n矩阵凑在一起，作出一个n×2n

矩阵
( A E )，

按矩阵的分块乘法有

! ! !" # " #! ! !" " # A " "# " "A=! ! !

!" #$! "−=
上式提供了一个具体求逆矩阵的方法。

作n×2n矩阵( A E )，用初等行变换把它的左边
一半化成E，这时，右边的一半就是 !"!−
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例  设
! " #
" " $ %
# " !

!
 
 =  
 − 

求 !"!−

解 ! " # " ! !
" " $ ! " !
# " ! ! ! "

 
 
 
 − 

! ! " # ! #
# ! $ ! # #
$ ! # # # !

 
 
 
 − 

交换第1、2行
第3行＋第1行×(-2)

! ! " # ! #
# ! $ ! # #
# % & # $ !

 
 
 
 − − − 

第3行＋第1行×(-2)

! ! " # ! #
# ! $ ! # #
 
 
 
 
 ! ! " # " $− −
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! ! " # ! #
# ! $ ! # #
 
 
 
 
 ! ! " # " $− −

第2行＋第3行

! ! " # ! #

# # $ % $ !

 
 
 
 − − 

! " ! # $ "−

第1行＋第3行×2! " ! # $ "
! ! $ % $ "

 
 − 
 − − 

! " " # ! !−

第3行×(－1/ 2)
! " " # ! !
" ! " $ # !
" " ! %& # ! !& #

− 
 − 
 − − 

故 !

" ! !
# " ! $
% & " ! !& "

!−
− 

 = − 
 − − 
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类似可以证明，可逆矩阵也能用初等列变换化

成单位矩阵，这就给出了用初等列变换求逆矩阵的

方法。

!
"
 
 
 

!

! !

!

! !

"# # A
A# # # #
   

=   
   

!

! !

初等列变换

!
! ! "! !"# # A # # "−= ⇒ =! !

!

!
"−
 

=  
 
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§7 分块乘法的初等变换
及应用举例

将单位矩阵如下进行分块

!!

"

# $
$ #

 
 
 

对它进行两行（列）对换得

!!

"

# $
$ #
 
 
 

某一行（列）左乘（右乘）一个矩阵P得

! "!

"

# $ % $
$ % $ #
   
   

  
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一行（列）加上另一行（列）的P(矩阵)倍数得

! "! !

" "

# $ # %
% # $ #

   
   
   

和初等矩阵与初等变换的关系一样，用这些矩阵
左乘任一个分块矩阵

!
! "
# A
 
 
 

只要分块乘法能够进行，其结果就是对它进行相

应的变换：
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行变换对应左乘一初等矩阵，想要对原矩阵施行

何种变换，就先对单位矩阵施行同样的行变换，再将
变换后得到的初等矩阵左乘原矩阵即可．

1 交换两行

若要交换
! "
# A
 
 
 

的两行，则先交换 !

"

# $
$ #

 
 
 

的两

!!

"

# $
$ #
 
 
 

再将它左乘
! "
# A
 
 
 

得

!!

"

# A B C D E
A # D E B C
    

=    
    

行得
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2 某一行左乘一矩阵P

若要将矩阵P左乘
! "
# A
 
 
 

则先将矩阵P

!

"

# $
$ #

 
 
 

再将它左乘
! "
# A
 
 
 

得

!
!

" # A B "A "B
# C D E D E
    

=    
    

的第1行，

左乘 的第一行得 !
!

" #
# $
 
 
 

类似地将矩阵P左乘 ! "
# A
 
 
 

的第2行相当于

!!" # A B A B
# C D E CD CE

    
=    

    
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3 一行加上另一行的P（矩阵）的倍数
! "
# A
 
 
 

!

"

# $
$ #

 
 
 

再将它

! "
# A
 
 
 

得

!!

"

# A B C B C
D # E ) E DB ) DC

    
=    + +    

!!

"

# $
% #

 
 
 

若要将

的第1行的P倍加到第2行得

的第1行的P倍加到第2行，则先将

左乘

类似地将
! "
# A
 
 
 

的第2行的P倍加到第1行，相当于

!!

"

# A B C B AD C AE
) # D E D E

+ +    
=    

    
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列变换对应右乘一初等矩阵，想要对原矩阵施行

何种变换，就先对单位矩阵施行同样的列变换，再将
变换后得到的初等矩阵右乘原矩阵即可．

例如 交换两列相当于

!!

"

# AB C C B
A #D E E D
    

=    
    

第1列右乘矩阵P得

!
!

" #A B A" B
# CD E D" E
    

=    
    

第2列加上第1列的P倍

!!

"

# AB C B C BA
D #E ) E ) EA

+    
=    +    



上页   下页   返回   结束 

初等行变换相当于左乘相应的初等矩阵；
初等列变换相当于右乘相应的初等矩阵．

它们之间的作用是等价的，初等变换很直观，它

可以帮助我们思考问题，但每一次初等变换实质上是

改变了矩阵，所以只能用“ ”而不能用“＝”．

叙述，例如在某些证明过程中．

而左（右）乘初等矩阵正好可以避免这一点，

而且又不容易“记录”每次具体的变换内容，

容易考察前后两个矩阵之间的关系．

也就不

这就不利于严格

所

以我们往往用初等变换来思考，用左（右）乘初等矩

阵来表述．
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例1 求分块矩阵
! "
# A
 
 
 

的行列式， 其中A为m级可逆阵，D为n级方阵．
解 将第1行的 !!"−− 倍加到第2行可得准上三角

!
!

"

# A B C
DB # D E−

  
  −   

! "
! "
# A B! "−

 
=  − 

因为

两边取行列式得

!"#$ "#$
! " ! "
# A B A #! "−

   
=   −   

!" "" " #! " #! A−= −
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例2 求分块矩阵
! "

#
A %
 

=  
 

的逆矩阵， 其中A，D为可逆阵．

解

先作行变换，化为
准对角形

!
!

"

# A % A
C% # C D−

  
  −   

!
! "
" #
 

=  
 

! !

!

! " ! "
" # " #

− −

−

  
=   

   

而

两边取逆得
!! !

! "!

"

# A% A % A
C% #C D A D

−− −

−

    
=    −    
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故

! !

!
!

"

# A% A % A
C% #C D A D

− −

−

    
=      −     

!

!!
!

"

# A% A
C% #A D

−

−−

  
=   −  

!

! ! ! "
! "
# A! #

−

− − −

 
=  − 
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例3 设
!

! "
#

A B
 

=  
 

可逆，D可逆，试证 ! !" #! "# A− −− 存在，并求 !
! "! −

解

观察 !" #! "# A−− 的形状，可以发现它是 !!
的第1行加上第2行的 !!"−− 倍后左上角的元素

所以可以考虑用
!

!

"

# $B
& #

− −
 
 

去左乘它
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因为

! !

"!

"

# AB AC # AC D E
D CE B D C

− −   − − 
=    

    

且左端为两个可逆矩阵，故右端仍可逆．

从而 !! "# A−− 可逆，即 ! !" #! "# A− −− 存在．

在由例1知
!! ! !

! ! ! !

" #
" #

! "# A B ! "# A B
A # # A ! "# A #

−− − −

− − − −

   − −
=   − −   

（1）

又由（1）可知
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! !! ! !

"!

"

# A B AC # AC D E
D C E B D C

− −− − −   − − 
=    

    

即
! !!

"!

"

# A B AC# AC D E
D C E BD C

− −−    −− 
=    

    

!! !

! ! ! !

" #
" #

!

"

# ABC AB D E
E #B D C AB D B

−− −

− − − −

   −−
=   − −  

! ! ! ! !

! ! ! ! ! ! ! !

" # " #
$

" # " #
! "# A ! "# A "#

# A ! "# A # A ! "# A "# #

− − − − −

− − − − − − − −

 − − −
=  − − − + 
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例4 证明行列式的乘积公式| AB |=| A || B |．

解 设

! " " # # !
# ! ! A ! #
   
   −   

!
! "

#
A B

 
=  − 

则| T |=| A || B |．另一方面，
! "# ! A
A # A !

  
=   −  

!
!" #
" A

 
=  − 

两边取行列式得

! !! ! " #$ ! ! " #$ %! !" # "#− = −
故

! ! ! !! ! "!" ! "=
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例5 设 ! " #!" # #A % ×= 且

!! !" !

"! "" "

! "

#$! $

!

!

! ! !!

" " "
" " "

! #

" " "

≠ ≤ ≤

!

!

" " "

!

则有下三角矩阵Bn×n，使

BA = 上三角形矩阵．
证明：对n作归纳法．
当n=1时，一阶矩阵既是上三角形又是下三角形，

故命题自然成立．
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设结论对n－1命题为真，设
!! !" !

!

!"! !" !

!

! !

"
#

"

"

"

−

− − −

 
 =  
 
 

!

" "

!

显然A1满足命题中所设的条件．由归纳假设，有下三

角形矩阵 ! " !# " !#" # ! !" − × − 满足

B1A1 = 上三角形矩阵．
对A作如下分块，

! "
!!

"
"

#
β

α
 

=  
 
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则

! !
!!

!!

"
! !! !!

" "# A
% A " %"
β β

α α βα −−

    
=     − +−    

再作

! ! ! !!
! !

! !! !! !!

" # " ## A
A " B A " BA

β β
α β α β− −

    
=     − + − +    

这时矩阵已成为上三角形．将两次乘法结合起来即为

!!
! !

! !

"
! !!

! " # "# "
#

A A" α α− −

    
= =     − −    

此即所要求的下三角矩阵．


