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第八章  二次型

§1  二次型及其矩阵表示
§2  标准形
§3  唯一性
§4  正定二次型
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§1 二次型及其矩阵表示
1. 二次型的引入与定义
考察在平面直角坐标系 !"#

! !" # ! $! !" "+ + =
的二次曲线的形状．

作坐标变换（坐标轴逆时针旋转 !"#$$%&
'

θ =

得新坐标系!" #′ ′
则同一点P在新老两种坐标系下坐标之间的关

系为：

下方程为

）
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! "# $%
&
! " # $
&

! ! "

" ! "

 ′ ′= −

 ′ ′= +


若用向量语言即为

! " # $" #

$" # ! " #

! !
" "

  ′−   
=       ′    

! !

! !
!′

!′

!"# #$% &
#$% !"#

! ! "
" ! "

θ θ
θ θ

′ ′= −
 ′ ′= +

!

!"# #$%
#$% !"#

! !
" "

θ θ
θ θ

′−    
=    ′    

!

（1）
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于是将（1）式代入原方程
! !" # ! $%! !" "+ + =

整理得 ! !" "#! "′ ′+ =

!" " "# $! % & $! % $ ! %
# # #

! " ! " ! "     ′ ′ ′ ′ ′ ′− + − +          
!"! # ! $ %&

'
! " ′ ′+ + =  

即

由此很容易判定该二次曲线为椭圆曲线.
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自然会问：

从原坐标系!"# 到新坐标系!" #′ ′的旋转角θ =
!"#$$%&
'
是如何确定的？

本章正是从这个问题入手，引入“二次型”的概
念及其化标准形的方法.给出这类问题统一的解决方

新坐标系下方程如何容易

求出？

法.
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再看二次曲线的一般方程：
! !!!" #"$ %$ &+ + =

!θ

! ! "!" #A B′ ′+ =

该如何作坐标变换（如何选择旋转坐标轴的角度

代数语言即如何寻找满足要求的二阶方阵），使得

从而判别原二次曲线的形状.

其方程形如
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空间解析几何里面，在讨论二次曲面分类时，

! ! ! ! ! !!" #$ %& '"$ ("& )$& *+ + + + + =

线性替换化简一个二次齐次多项式，使它只含有平

也遇到向类似的问题，即将

通过坐标轴旋转化为 “标准型”（只含平方项，再通
过平方项前面系数的符号就可判别这个二次曲面的

大致上述问题，从代数的观点来看，就是用变量的

方项．

! ! ! ! ! !! " # $ % & '!" #$%!
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对于一般的二次齐次多项式，我们有如下定义：

!" " !" "!

!
" ! "" " "! " ! " "# $ $ $ % ! !! ! !" # # # $ # $ # # $ # #= + + +! !

定义5.1 （二次型）
设P是一个数域，一个系数在数域 P的

二次齐次多项式

称为数域P中一个n元二次型，简称二次型．

!
!! ! ! !! ! !" # " # #+ + +!

!
!! !" #+ +!!
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2. 线性替换

为研究二次型，我们常常希望通过变量的线性

替换化简二次型，为此，我们引入“线性替换”：

我们看到：

! !" # !! !" "+ +

! " #
$ $
" !
$ $

! ! "

" ! "

 ′ ′= −

 ′ ′= +
 ! !"! "′ ′+
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称为由 ! "# # # !" " "! 到 ! "# # # !" " "! 的一个线性替换， 

定义5.2（线性替换）

! "# # # !" " "!设 是两组文字，系数在

数域 P 中的一组关系式

! !! ! !" " !

" "! ! "" " "

! ! " "

#
#

! !

! !

! ! ! !! !

" # $ # $ # $
" # $ # $ # $

" # $ # $ # $

= + + +
 = + + +


 = + + +

!

!

!!!!

!

! "# # # !" " "! !

或简称线性替换．
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如果系数行列式

!! !" !

"! "" "

! "

#$%& ' (

!

!
"#

! ! !!

$ $ $
$ $ $

$

$ $ $

= ≠

!

!

! ! ! !

!

那么该线性替换就称为是非退化的．
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线性替换也记为

!! !" !

"! "" "

! "

!

!

! ! !!

" " "
" " "

#

" " "

 
 
 =
 
 
 

!

!

! ! ! !

!

! !

" "

# #

$ $

%

! "
! "

# $
! "
! "

   
   
   = =
   
   
   

!! "#=

非退化线性替换即为!"# $%! ≠

其中
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注 通常的坐标轴旋转是一种老坐标到新坐标

的非退化的线性替换.（为什么？） 

二维的情形，若坐标轴逆时针旋转 !θ 则

!"# #$%
& '

#$% !"#
θ θ
θ θ

−
= ≠

但非退化的线性替换在几何上反映的并非都是坐标 

轴旋转（保持长度单位不变），情况很复杂．就是

哪些线性替换对应坐标轴旋转，这将在后面的欧氏

空间中加以讨论．
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3. 二次型的矩阵

令 !!" "!# # " != <

则二次型可写成

! "# $ $ $ %!" # # #!

!
!" ! " !! ! ! !! !" # # " # " # #+ + + +!

+!!!!
!

" " ! !! ! ! ! !! !" # # " # # " #+ + + +!

! "

!

"# " #
" #
$ % %

=

=∑ !" #"=

!
"" " "! " ! " "! ! ! !" # " # # " # #+ + +!

!
!! ! ! !! ! !" # " # #+ + +!

!
!! !" #+ +!!

!
"" " "! " ! " "! !" # " # # " # #= + + +!
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其中 
!! !" !

"! "" "

! "

!

!

! ! !!

" " "
" " "

#

" " "

 
 
 =
 
 
 

!

!

! ! ! !

!

!

"

!

"
"

#

"

 
 
 =
 
 
 

!

且 A 为对称矩阵 ! " #$!
"# #"A A % %= =!

称（对称阵）A为二次型 f 的矩阵.
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即

! "# $ $ $ % !
"# A A A % &%=!

!! !" ! !

"! "" " "
! "

! "

# $

!

!
!

! ! !! !

" " " #
" " " #

# # #

" " " #

  
  
  =
  
  
  

!

!
!

! ! ! ! "

!
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例1. 二次型

! ! !
" ! # $ " # $ " ! ! # # $% & & & ' # ! ! # (! " " " " " " " " " " " " "= + − − − +

的矩阵为

! ! " "
#! " "
$

# %" #
$ $

%" " $
$

!

− 
 
 − −
 

=  
− 

 
 − 
 

( )! " # $
!" # # # #=

! " !" # # A#=
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命题1 二次型和它的矩阵是相互唯一决定的．

证明：给定一个对称阵 

!! !" ! !

"! "" " "
! "

! "

# $

!

!
!

! ! !! !

" " " #
" " " #

# # #

" " " #

  
  
  =
  
  
  

!

!
!

! ! ! ! "

!

! " #!" # #A % ×= 显然由

! "# $ $ $ %!" # # #!

确定的二次型 ! "# $ $ $ %!" # # #! 的矩阵为 A.

! "# $ $ $ %!" # # # A BA A &A′ ′= =!

! !! ! " "′ ′= = 则 !! "=且

另一方面，若对称阵A和B均为二次型 f的矩阵，
即若
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4. 二次型的变量替换

设有从 X到Y 的非退化线性替换 X =CY，将二次

! !" # # $ " # # $#! !" # # " $ $!" "! "#

仍为关于 ! "# # # !" " "! 的二次型.

!" # # $!" # #! "!"# $

!" # # $ %!" # # $ B$′=! "

不妨设
!" # # $!" # #! " 的

矩阵为B，即



上页   下页   返回   结束 

则 ! "! "# =
!" #"=! " ! "! " ! #= !

! "! !" # A# " = ! " ! "!"# A "# =

从而 !!" # A#=

思考：为什么要考虑非退化的线性替换？

一般的线性替换将二次型仍然变成二次型吗？ 
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定义5.3 （合同，或称相合）

数域 P上n阶方阵 A与B称为合同的（或相合），

如果有数域 P上n阶可逆阵C，使得 
!!" # A#=

命题2 合同关系是一种等价关系．即 
（反身性）A与自身合同；

（传递性）若A与B合同，B与D合同，则A与D合同.
（对称性）若A 与B合同，则B与A合同；
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! !
" " "# A % A %A= =! " #（反身性）

（对称性）若 A 与B合同， !!!"#$% & '(
!" # A#=

! ! ! !" # " # " #$! !" # A# " # A #− − − −= ⇒ =!

（传递性）若A与B合同，B与D合同，即存在可

! "! !! " # $%& ! ! " "#! !" # A# B # "#= =

! ! ! " " ! " ! " !# $ # $ # $%! ! ! !" # A# # # B# # # # B # #= = =!

从而B与A合同；

从而 A与D合同.

证明：
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综上所述，对于二次型 ! " #!" # # A#= 经过非

退化线性替换 X＝CY，将原二次型变为关于Y 的二
次型 ! " #!" # # $#=! 则 A与B合同， !!" # A#=
反之，可以作非退化线性替换 ! "! " #−= 又可将

! " !" # # $#=! “还原”成关于X的二次型 ! " #!" # # A#=

! ! ! !" # " # " # $! ! !" #" " " A" " A− − − −= =
这是因为

这种“可逆”关系正是我们考虑非退化线性替换

的原因，它保证了前后两个二次型性质的一致性.
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§2 标准形
在§5.1中，我们知道二次型 ! " !" # # A#= 经过

非退化线性替换 X=CY,   变为关于 Y 的二次型

! " #!" # # $#=!

!!" # A#=!"
另一方面，若已知方阵A与B合同， !!" # A#=!!

C可逆），则可作非退化线性替换X＝CY，将f (X)=
!" #" 变为 ! " #!" # # $#=!
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我们的目标就是寻求与对称阵A合同的“最简单”

的矩阵，从而将二次型用最简单的矩阵形式表示.

对于任一复数域或实数域中的对称阵A，总可以

找到一个对角阵与之合同.

对应于几何语言：对于任一二次型 ! " #!" # # A#=

都可以找到一个非退化线性替换 X＝CY，变为如下
形式：

! ! !
" " ! ! #! !" # " # " #+ + +!

这种形式就称为原二次型的“标准形”.
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定理1
数域P上任意一个二次型都可以经过非退化的线 

性替换变成如下形式 
! ! !

" " ! ! #! !" # " # " #+ + +!

注1上述形式称为二次型 ! "# $ $ $ %!" # # #! 的标准形
但标准形是不唯一的．

注2 用代数（矩阵）语言表述即为：

定理1’
在数域 P上，任意一个对称矩阵都合同于一对角

矩阵．  
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定理1的证明：（数学归纳法结合配方法）

对于 n=1， !
" "" "# $! " # "=!" #$% &定理结论自

然成立.
假设对 !! − 元二次型，定理的结论成立．再设 

! "
# !

$ # # # %
!

"
! #A # A

# A
% & & & ' & & ( )(

=

= =∑!

! " ! ##!" "! !"# # A #= =
分以下三种情形来讨论

（1）

!! "#! ≠!"# $ %

! "#$# # % &!!" ! #= ! ! "#$%&'(
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!
"" " "! " ! " "! !" # " # # " # #+ + +!

!
!" ! " !! ! ! !! !" # # " # " # #+ + + +!

!
" " ! ! !! ! ! ! ! !" # # " # # " #+ + + +!

! "# $ $ $ %!" # # # =!

+!!!!

用归纳假设

!
"" " "! ! " "

# !
!$ %

!

! ! "# " #
" #

$ % $ % $ % % $ % %
=

= + + + + ∑!

!
"" " " "

! # !
!$ %

! !

" " #" # "
" # "

$ % $ % % $ % %
= =

= + +∑ ∑
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!

! !
"" " " "

! ! # !"" ""

" "$ % $ %
! ! !

" " " " #" # "
" " # "

$ % $ % $ % $ % %
$ $= = =

 
= + − + 

 
∑ ∑ ∑

配方

! "
!! !

" # "!!

$ %
! !

"
" #" # "

" # "

$
$ % % & % %

$= =

= + +∑ ∑ ! " # # !" " "!!" !# $%&'

正好使用归纳假设

其中

!
"

# ! ! # !""

" $ %
! ! !

"# " # # # "# " #
" # # " #
$ % % & % & % %

&= = =

= − +∑ ∑ ∑

! " " !" "!! " #$ %!
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令 即

!
! !

" !!

#
!

"
"

"

#
$ % %

#=

= +∑
! !"! "=
!!!

!! !" #=

!
! !

" !!

#
!

"
"

"

#
$ % %

#=

= −∑
! !"! "=

!! !" #=
!!!

这是一个非退化的下线性替换 ! "! " #= !"
! !
!! !" !! !

!

!
# ! #

# # !

!" " " "

#

− − − −
 
 =
 
 
 

!

!

! ! ! !

!
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它使

!
"" "

# !

!

"# " #
" #

$ % & % %
=

= + ∑

由归纳假设，对 
! "

!

"# " #
" #
$ % %

=
∑ 有非退化的线性替换 

n-1元二次型
! !! ! !" " !

" "! ! "" " "

! ! " "

! !

! !

! ! ! !! !

" # $ # $ # $
" # $ # $ # $

" # $ # $ # $

= + + +
 = + + +


 = + + +

!

!

!!!

!

! "
! !! !

" # "!!

$ # # % $ %
! !

"
! " #" # "

" # "

$
% & & $ & & ' & &

$= =

= + +∑ ∑!
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即

! !! ! !

!

!

! ! !! !

" # # $

" # # $

    
    =    
    
    

!

" ! ! ! "

!

使
! ! !

! ! " "
# !

!

"# " # ! !
" #
$ % % & ' & ' & '

=

= + + +∑ !

于是非退化线性替换 

! !

" "" " "# # "

" " # #

! !

! ! ! !! !

" #
" $ # $ # $ #

" $ # $ # $ #

=
 = + + +


 = + + +

!

!!!

!

!! !

!

!

!

! !!

" "
#

" "

 
 =  
 
 

!

! ! !

!

!
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! !

" "" " "

"

! # #
#

#

!

! ! !! !

" #
" $ $ #

" $ $ #

    
    
    =
    
    
    

!

!

" ! ! ! ! "

!

即

!" # # $!" # #!!"# 变为
! ! ! !
"" " ! ! ! !" # $ % $ % $= + + +!

从 X 到 Z 的非退化线性替换为 

!

" !
" #

! $
 

=  
 

!! "=

! ! "! " # " " $= =

! " # #! ! ! " !#= =! "

( )( )! " ! "#$%& ' #$%& ' #$% #$% (! ! ! ! != = ≠!"

!!
!!
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! !
! !!! !" !! !

" "

!
# ! #

# # !

!

! !

" #$ $ $ $
" #

" #

− −    − −
    
    =
    
    

    

!

!

" "! ! ! !

!

! !
!!! !" !! !

"" " "

"

! # #!
## ! #

## # !

!

!

! !! !

"# # # #
$ $ "

$ $ "

− −   − −
   
   =
   
   

   

!!

!!

! ! ! ! "! ! ! !

!!



上页   下页   返回   结束 

（2）!! !"# " $# # %!" " ! #= ≠ = !!" #$%& '

不失一般性设 !" #$! ≠ 令 

! ! "

" ! "

# #

$
$

$

$! !

" # #
" # #
" #

" #

= +
 = − =



=

!

! !" ! "# $ $ % "!" # # $ # #= +! !

!" ! " ! "" # $# $! " " " "= + − +!
! !

"! " "! !! !! " ! "= − +!

!" " !" "!上式右端为关于 的二次型，

且 !
"! 的系数 !"" #$! ≠ 变为第一种

情形.
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!! !" !# $%!" " "= = = =!!"

由对称性，有 !" #" " $%!" " "= = = =! 此时

!
" #

$ " " %
!

! "# " #
" #

$ % % & % %
=

= ∑!

它本身就是一个n-1元二次型，由归纳假设可知，定 

理的结论成立.

综上所述，定理结论成立.
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例2 将二次型

! " # $ ! " " # # $% & & & '! " " " " " " " " " "= + +

化为标准形，并求相应的线性替换.

解：
! " " # # $! " " " " " "= + +

! ! " " ! " # # $ $% % %! " " ! " " ! " ! "= + = − = =!

! " ! " ! " # # $% &% & % &! ! ! ! ! ! ! ! != + − + − +
! !
" ! " # ! # # $! ! ! ! ! ! ! != − + − +

! ! !
" # ! # ! $ # $
" "% &
! $

! ! ! ! ! ! ! != + − − − +

第2种情形， !! !"#$ #! != ≠

第1种情形， !! "! ≠ !!!"

!!!"
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! !
" # ! $ # $
" "% & % &
! !

! ! ! ! ! != + − + +

! ! ! !
" # ! $ # $ # $
" " " "% & % & % & % &
! ! $ $

! ! ! ! ! ! ! != + − + + + − −

! ! ! !
" ! # $

" "
$ $

! ! ! != − + −

! ! " # # $ " " $ $ " $
! !% % %
# #

! " " ! " " ! " " ! " "= + = + = + = −

其中

第2种情形， !! !"#$ #! != ≠

故
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! "
# # # ! "

# # #
$ $ " "
! !" ! ! ! !+

= − = − −

! "
# # # ! "

$ $ $
# # " "
! !" ! ! ! !−

= − = − +

! ! " " ! "
# # # #$
% % % %

! " " ! " "= + = −

于是 ! ! " ! " #
!
"

! " " # # #= + = + − !

! " ! " ! #
"
!

! " " # # #= − = − − !

! ! ! "
# #
$ $

! " # #= = + !

! ! " !
# # $
% %

! " # #= = −
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! !

" "

# #

$ $

! ! !% " &
! ! & !% "

'
& & !% " !% "
& & !% " !% "

! "
! "
! "
! "

−    
    − −    =
    
    −    

故线性替换为
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定理1的证明“翻译”为代数语言，即对于对称阵

A 的处理同时也给出了化二次型为标准形的另一种

方法，我们称之为“合同变换法”.
先写出二次型矩阵 A，再作如下矩阵变换：

!
"

 
 
 

对A 作合同变换

对E 同时作列变换

!

"

!

"
"

"
!

!
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即A与E每次先作一次列变换，然后E不动，对A再

!
!

"

#
A %A

#

 
 =  
 
 

!

则

作一次对应的行变换，直到将 A化为对角形为止.

所谓“对A 作合同变换，对E 同时作列变换”是指：
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这是因为矩阵作一次列变换，相当于右乘一个初 

等矩阵；作一次行变换，相当于左乘一个初等矩阵．  

!
"

 
 
 

A与E 同作列变换 !

!
"#
#

 
 
 

A作相应的行变换

E 不动

!

!
"#"
"

 
 
 

其中 P为初等矩阵 ! " #" ! ! ##" ! " ! ##! " # ! " $ ! " # %

注1其中一次变换是指：A与E同作一次列变换，  
然后E不动，再对A作一次相应的行变换.

注2 值得注意的是作变换P(i(c) ,A的第i行与第i

列都须乘上c，故 !!" 应变为 ! " #!! !!" # "#! "#

合同变换
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!
"

 
 
 

A与E 同作
一次列变换 !

!

!

!
"#
#

 
 
 

A作相应的
一次行变换

E 不动
! !

!

!

!
"#"
"

 
 
 

! ! "

! "

! !

! !
"#" "
" "

 
 
 

A与E 同再作
一次列变换

A再作相应的
一次行变换

E 不动
! " " !

" !

! !

! !
" "#" "
" "

 
 
 

! ! " " !

" !

! ! !
" "

! ! !
"

# # #A# # #
# # #

 
 
 

! !

!

令 ! "
! ! !

"# $ $ $= !
!" #"
"

 
 
 

!

"

!

"
"

"
!

!
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例3
! ! !

" ! # $ ! # $ " ! " $ ! #% & & & ' ! ! ! $! " " " " " " " " " " " " "= − + + − +

! " # "$ "! ! ! !+ −

二次型

化为标准形，并求相应的线性替换.

解

将二次型

! " # $% & & & '! " " " " 的矩阵为

! " ! "
" " # $
! # " #
" $ # #

!

− 
 
 =

− − 
 − − 
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! " ! "
" " # $
! # " #
" $ # #

−

− −
− −

!
"
"
"

!
"
!
!

!
!
"
!

!
!
!
"

! " " !
! ! # $
# " ! #
$ ! # #

−

− −
− −

!
"
"
"

!
"
!
!

!
!
"
!

!
!
!
"

! ! " #
! $ $ !
" $ ! "
# ! " "

−
− −

− −

!
"
"
"

!
"
!
!

!
!
"
!

!
!
!
"

A与E 的第1列
与第2列互换

A的第1行与
第2行互换

E 不动

A与E 的第1列
×（－1）
加到第2列

!
"

  = 
 
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! " " #
" ! $ %
" $ % !"
# % !" $

− − −
− − −
− −

!
"
"
"

!
!
"
"

− !
"
#
"

− !
!
!
"

A与E 的第1列
×（－5）
加到第4列

! " " #
" ! $ %
$ $ % $
# % !" $

− − −
− − −
− −

!
"
"
"

!
!
"
"

− !
"
#
"

− !
!
!
"

A 的第1行
×（－2）
加到第3行

! " # $
" ! # %
# # ! #
$ % # #

− − −
− − −
− −

!
"
"
"

!
!
"
"

− !
!
"
!

!
!
!
"

A与E 的第1列
×（－2）
加到第3列

! " # $
! ! " !
# # ! #
$ % # #

− −
− − −
− −

!
"
"
"

!
!
"
"

− !
!
"
!

!
!
!
"

A 的第1行
×（－1）
加到第2行

E 不动

E 不动
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! " " "
" ! " #
" " ! "
" # " !$

− −
−

− −
!
"
"
"

!
!
"
"

− !
"
#
!

!
"
"
#

−

! " " "
" ! " "
" " ! "
" " " !!

−
−

!
"
"
"

!
!
"
"

− !
"
#
!

!
"
#
!

−

! " " "
" ! # $
" # $ !"
" $ !" !%

− − −
− − −
− − −

!
"
"
"

!
!
"
"

− !
"
#
"

− !
"
"
#

−

! " " "
" ! # $
" # $ !"
% $ !" !%

− − −
− − −
− − −

!
"
"
"

!
!
"
"

− !
"
#
"

− !
"
"
#

−

A的第1行
×（－4）
加到第4行

E 不动

A与E 的第2列
×（－5）
加到第4列

A的第2行
×（－5）
加到第4行

A与E 的第2列
×（－2）
加到第3列

A的第2行
×（－2）
加到第3行
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! ! " !
" ! # $
" " ! "
" " " !

!

− 
 − =
 
 
 

!则取 

作非退化线性替换 !! "#= 则二次型 f 变为标准形
! ! ! !
" ! # $"" %! ! ! !− − +
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! ! !
" ! # " ! # " ! " # ! #$ % % & ! ! !! " " " " " " " " " " " "= + + + + −



上页   下页   返回   结束 

! " # ! " ! # " #$ % % & " " '! " " " " " " " " "= + −
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! !
" ! # ! # " ! " # ! #$ % % & ' # ' ' '! " " " " " " " " " " "= − + − +! "#

! ! !
" ! #$! ! != − + +
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! ! !
" ! # " ! # " ! " # ! #$ % % & ! ' ' ( ( )! " " " " " " " " " " " "= + + + − −

! "#

! ! !
" ! #

$! #
#

! ! != + −
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§3 唯一性
数域P上二次型

! "# $ $ $ % !
"# A A A % &%=!

存在非退化线性替换X＝CY，使得二次型变为标准形
! ! !

" " ! ! ! !" # " # " #+ + +!

从定理的证明中可以发现， ! "# # # !" " "! 的值并不

唯一，即二次型的标准形不是唯一的. 即 ! "# # # !" " "!

本身不能作为合同不变性.
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但我们可以发现
! "# # # !" " "! 中非零元素的个数是

唯一的，也就是说，对同一个二次型 f ，化为标准形

后，所含系数不为0的平方项的个数是唯一的.

思考 对角阵

!

"

!

"
"

"

 
 
 
 
 
 

!

中对角线上非零元素的个数对应矩阵的什么量？
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于是，找到第一个合同不变量：矩阵的秩.

定义
二次型 f  对应矩阵的秩称为该二次型的秩.

下面就复数域C，实数域 R分别进行讨论，寻找

新的合同不变量.
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1 复数域C中二次型

! "# $ $ $ % !
"# A A A % &%=!

经过非退化线性替换X = CY，化为标准形
! ! !

" " ! ! ! !" # " # " #+ + +!

!" #"$" " %!" # #≠ = !

易知 r就是二次型 ! "# $ $ $ %!" # # #! 的矩阵的秩.
再作一非退化线性替换

! !
!

! !" " "! !
!

" # " #
$ $

= =!

! !" " #! ! " "# $ # $+ += =!

(1)

(2)
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原二次型变为
! ! !
" ! !" " "+ + +! (3)

上述形式称为复二次型 f (x1, x2, …, xn)的规范形。
显然，规范形完全被原二次型矩阵的秩所决定的。
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定理3
任意一个复系数的二次型，经过一适当的非退化

线性替换可以变成规范形，且规范形是唯一的。

对应于矩阵语言：
任一复数的对称矩阵合同于一个形式为

!

!
"

"

 
 
 
 
 
 
 
 
 

!

!

!" #
# #

 
=  
 

其中 r = 秩(A)。
两个复数对称矩阵合同 它们的秩相等。
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2 实数域R中二次型
设 f (x1, x2, …, xn)是一实系数的二次型。由定理1，

经过某一个非退化线性替换，再适当调换变量的次

序，可使 f (x1, x2, …, xn) 变成标准形
! ! ! !

" " " " #! ! ! ! " "# $ # $ # $ # $+ ++ + − −!

其中di >0, i =1,…, r；r是 f (x1, x2, …, xn)的秩。
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二次型就变成
! ! ! !
" " #! ! "# # # #++ + − − −! !

上述形式称为实二次型 f (x1, x2, …, xn) 的规范形。

因为在实数域中，正实数总可以开平方，所以再

作一非退化线性替换
! !

!

! !

! "

! "

"

"

! !
!

! !

" "

# $
%

# $
%

# $

# $

+ +

 =



 =

 =


 =

!

"

显然规范形完全被r，
p这两个数所决定
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定理4（惯性定理）
任意一个实系数的二次型，经过一适当的非退化

线性替换可以变成规范形，且规范形是唯一的。

证明：定理的前一半已经证过，下证唯一性.
设实二次型 f (x1, x2, …, xn) 经过非退化线性替换

X = BY化成规范形
! ! ! !

" ! " "# $ $ $ % $! " " #$ % % % & & & &+= + − − −! ! !

而经过非退化线性替换 X＝CZ也化成规范形
! ! ! !

" ! " "# $ $ $ % $! " " #$ % % % & & & &+= + − − −! ! !

下证 p = q。用反证法。
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设 p > q。则
! ! ! !
" "! ! "# # # #++ − − −! !

! ! ! !
" " #! ! "# # # #+= + − − −! !

其中 ! ! "! " # " $B− −= = 令

!! !" !

"! "" "!

! "

!

!

! ! !!

" " "
" " "

# $ B

" " "

−

 
 
 = =
 
 
 

!

!

" " "

!

即

（1）
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! !! ! !" " !

" "! ! "" " "

! ! " "

#
#

$

! !

! !

! ! ! !! !

" # $ # $ # $
" # $ # $ # $

" # $ # $ # $

= + + +
 = + + +


 = + + +

!

!

!!!

!

矛盾，故 p ≤ q。

若能找到一组

! !"# "#! " #$ $ % %+= = = = = =! !

! "# # # !" " "! 使得

且有一个 !"# "!" ! #≠ ≤ ≤
（2）

则代入（1）式得
! ! ! !
" "# ! ! "# # # #+< + − − −! !

! ! ! !
" " #$! ! "# # # #+= + − − − ≤! !

同理可证 q ≤ p，从而 p = q。
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于是考虑线性方程组
!! ! !" " !

! ! " "

!

#$

#$
#$

#%

! !

" " "! !

#

!

$ % $ % $ %

$ % $ % $ %
%

%

+

+ + + =


 + + + =
 =



=

!

!

!

!

上述方程组含有n个未知量，而方程个数为

! " ! " #! " # " # ! "+ − = − − <

故方程个数小于未知量的个数，即（10）有非零解

（10）

! !" # # # # # $! " #$ $ $ $+! !
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! "! "# #+ = = =!

! !" # # # # # $! " #$ $ $ $+! ! 代入

!! ! !" " !

! ! " "

!

#$

#$
#$

#%

! !

" " "! !

#

!

$ % $ % $ %

$ % $ % $ %
%

%

+

+ + + =


 + + + =
 =



=

!

!

!

!

! !" # # # # # $! " #$ $ $ $+! ! 代入
! ! ! !
" "! ! "# # # #++ − − −! !

! !
" #!" "+ >!

! !" # # # # # $! " #$ $ $ $+! ! 代入

! !! ! !" " !

" "! ! "" " "

! ! " "

#
#

$

! !

! !

! ! ! !! !

" # $ # $ # $
" # $ # $ # $

" # $ # $ # $

= + + +
 = + + +


 = + + +

!

!

!!!

!

! ! ! ! ! !
" " " #! ! " ! "# # # # # #+ ++ − − − = − − − ≤! ! !

! "!" "= =!

矛盾，故 p ≤ q。
同理可证 q ≤ p，从而 p = q。
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定义3
在实二次型 f (x1, x2, …, xn)的规范形中，正平方

项的个数 p称为f (x1, x2, …, xn)的正惯性指数；负平方

项的个数 r－p称为f (x1, x2, …, xn)的负惯性指数；它

们的差 p－(n－p) = 2p－n称为f (x1, x2, …, xn)的符号差.

注  实二次型的标准形是不唯一的，
化成规范形的过程可以看出，标准形中系数为正的

平方项的个数与规范形中正平方项的个数是一致的.

但是由上面
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惯性定理另一种表述
实二次型的标准形中的系数为正的平方项的个数

是唯一确定的，它等于正惯性指数，而系数为负的平

方项的个数就等于负惯性指数。

正、负惯性指数，符号差也都是合同不变量。

正惯性指数

负惯性指数

符号差

秩

只要知道其中两个，就能求出

其余的两个

两个实对称阵合同 它们的秩与正惯性指数相等。
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例：设A是n阶可逆矩阵， 求                的正负惯
性指数和符号差。

!

" #
# "
 
 
 

!
"

# $
!

! ! ! !

" # " A # A " # AA A
%

A " # " A # A " A #
      

=       
       

!

! !

" !

! ! "# $ # $"
%" "! !

" "

!
! !!

!

" # AA #" A " AAA A
%

A " A # # "# " # "

− −

−

       − −       = =        − −         

!

! ! !

"

##$ % $ %
& !!

##

!
! ! " #AA #A # A # A #

%
# "# " # " # "# "

− − −           = =        −−         

!

! " # # " ! ! " #

"
$ !

"

! ! ! !
" #

$ $ $ $ $ B$ $ $ $ B$ $ $
# "

 
 = = =
 −
 

正负惯性指数都为n，符号差为0
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定理5
任一实对称矩阵A都合同于下述形式的对角矩阵

!

!
!

!
"

"

 
 
 
 
 − 
 
 

− 
 
 
 
 
 

!

!

!

p个1

q个－1 !

"

#
#

$

 
 = − 
 
 

其中p为 A的正惯性指数，q为A的负惯性指数。

p + q = r = 秩(A).
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§4 正定二次型
定义5
实二次型 ! "# $ $ $ %!" # # #! 称为正定的，如果对于任

意一组不全为零的实数 ! "# # # #!" " "! 都有

! "# $ $ $ % &'!" # # # >!

注2
! ! !

" ! " " ! !# $ $ $ %! ! !" # # # $ # $ # $ #= + + +! !

正定 !" #"$" " %!" ! #> = !

容易证明

注1 显然 ! "# $ $ $ %!" # # #! 正定也可定义为：

! " ! "# $ $ $ % & &'! !" # # # # # #= ⇔ = = = =! !
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命题
正定性是一种合同不变性。即

若

! "
# !

$ # # # %
!

! "# " #
" #

$ % % % & % %
=

=∑!

为正定的，则经过非退化线性替换 X =CY，变成二次
型

! "
# !

$ # # # %
!

! "# " #
" #

$ % % % & % %
=

=∑!

也是正定的。
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证明：

对于任一组不全为零的实数

! ! " "# # # #! !" # " # " #= = =!

令
! !

" " #

! !

" #
" #

$

" #

   
   
   =
   
   
   

! !

因为C是可逆阵，故

! " ! "# $ $ $ % # $ $ $ % &! !" # # # $ % % %= >! !

! "# # # #!" " "! 设

! "# # # !" " "! 也不全为零。

于是

从而 ! "# $ $ $ %!" # # #! 正定。
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定理6
n元实二次型 f ( x1, x2,…, xn)正定

它的正惯性指数等于n。

证明：由上述命题立知。
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定义5
实对称矩阵 A称为正定的，如果二次型

!" #"
正定。

注 显然

对称阵A正定
A与单位阵合同
存在可逆矩阵C，使得A = CTEC = CTC

证明：由A＝CTC（C可逆）立知。

推论  正定矩阵的行列式大于0。
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定义5

直接从二次型的矩阵来判别二次型是不是正定的，

不需要将二次型化为规范形后才能判别。

子式
!! !" !

"! "" "

! "

!

!
!

! ! !!

" " "
" " "

#

" " "

=

!

!

" " "

!

称为矩阵 ! "!" ##A %= 的顺序主子式。
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!! !" ! !

"! "" " "

! "

! "

! "

! "

! ! !! !"

" " "! ""

# # # #
# # # #

# # # #

# # # #

! !

! !

" " " "

! !

" " " "

! !

1级 2级 i级 n级即det(A)
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定理7
实二次型

! "
# !

$ # # # %
!

"
! #A # A

# A
% & & & ' & & ( )(

=

= =∑!

是正定的 矩阵A的所有顺序主子式全大于零。

证明： 设

! "
# !

$ # # # %
!

! "# " #
" #

$ % % % & % %
=

=∑!

对于每个k，1≤k≤n，令

! "
# !

$ # # # % &
!

! " #$ # $
# $

% & & & ' & &
=

=∑!

是正定的。



上页   下页   返回   结束 

下证 f k是一个k元的正定二次型。

对于任意一组不全为零的实数 ! "# # # #!" " "! 有

! !
" !

# " " $ # " " "%" "%$
!

! ! "# " # !
" #

$ % % & % % $ % %
=

= =∑! ! !

因此 !" # # $! !" # #! 是正定的。由上述推论可知，f k的
矩阵的行列式

!! !" !

"! "" "

! "

#$ !$ $ %

!

!
!

! ! !!

" " "
" " "

! #

" " "

 = > =

!

!
!

" " "

!

这就证明了矩阵A的所有顺序主子式全大于零。
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!! !" ! !

"! "" " "

! "

! "

! "

! "

! ! !! !"

" " "! ""

# # # #
# # # #

# # # #

# # # #

 
 
 
 
 
 
 
 
 

! !

! !

" " " "

! !

" " " "

! !

! "# $! "# # # #! !

!

"

!

"

#
#

#

#

 
 
 
 
 
 
 
 
 

!

!
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对n作数学归纳法。

当n = 1时，
!

" "" "# $ %! " # "=
由条件a11>0显然有 f (x1)是正定的。

假设充分性对n－1元二次型已经成立，下证n元
的情形。

令
!! !" ! !

!

!"! !" ! !"

"
! !

! ! ! ! !

" " "
#

" " "
α

−

− − − −

   
   = =   
   
   

!

" " "

!

于是矩阵A可以分块写成
! "!

""

#
#

A
α

α
 

=  
 
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既然 A的顺序主子式全大于零，当然 A1的顺序主子

式也全大于零。由归纳假设，A1是正定矩阵，故有

可逆的 n－1级矩阵G使

! !"
!

"# A# % −=

其中 !!" −为n－1级单位矩阵。令

! "
!

! "
#

"
 

=  
 于是

!
! ! !!

!
!

!
""

# A %A %
C #C

' %%
α

α
   

=    
   

!
! !

!
""

# A# #
# %

α
α

 
=  
 

! "
!

"
!

""

# $
$ %

α
α

− 
=  
 
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再令

!
" #

!

!
"# $

%
C

α− −
=  
 

有
! ! !

" ! ! " ! !

! !
"! ! " "
! !

""

# A # % # %
C C 'C C

% % E A
α α

α α
− − −  − 

=    −    

! "!
" "

!!

# $
$ % & &α α
− 

=  − 
令

! " #! ! != !! !
""# $ $ #α α− =

就有
! "!" # A

% C%
A '
− 

=  
 
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两边取行列式，
!" " " "! " #=

由条件，| A | > 0，因此 a > 0。显然

! !! ! !!
!

" # " #" #
"

# $ # $ # $
− −−     

=     
     

这就是说，矩阵A与单位矩阵合同。因此，A正定，

或者二次型 是正定的。! "# $ $ $ %!" # # #!
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!
!

""

#
A
α

α
 
 
 

! !
!

"# A# % −=

!

!" #
#

 
 
  !

! "
"
 
 
 

行变换，第1行左乘 !" 列变换，第1列左乘G

!
!

"
!

""

# $
$ %

α
α

− 
 
 

列变换，将 !" α 变换成O行变换，将 !"α 变换成O

!

!
!
"

# $
%α
− 

 − 

!

!

!
"# $
%

α− −
 
 

!!
" "

!!

# $
$ % & &α α
− 

 −  !"> !"

合同变换法步骤图
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例  判别二次型
! ! !

" ! # " ! # " ! " # ! #$ % % & ' ' ( ) (! " " " " " " " " " " " "= + + + − −

是否正定。

解 ! " #$ % % &! " " " 的矩阵为
! " #
" $ " %
# " &

− 
 − 
 − − 

它的顺序主子式

! " #$ = > !

" !
# $%

! #
 = = > !

" # $
# % # &'
$ # !


∆ =  >

 
因此， ! " #$ % % &! " " " 正定。
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二次型 ! "# $ $ $ % !
"# A A A % &%=! 正定，即

正定的充分必要条件小结

对于任意一组不全为零的数 ! "# # # #!" " "! 都有

! "# $ $ $ % &!" # # # >!

若 ! "# $ $ $ % &$!" # # # =! 则必有 ! " #!" " "= = = =!

正惯性指数为n

矩阵A与单位矩阵E合同，即存在可逆矩阵C，
f  的规范形为

! ! !
" ! !" " "+ + +!

!" #" A=
存在可逆矩阵C，使得 !" # #=
A的所有顺序主子式全大于0
A的所有主子式全大于0
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定义7
设 f (x1, x2, …,xn)是一实二次型，对于任意一组

不全为零的实数c1, c2, …, cn，如果都有

! "# $ $ $ % &$!" # # # <! 则称 f (x1, x2, …,xn)为负定的；

! "# $ $ $ % &$!" # # # ≥! 则称 f (x1, x2, …,xn)为半正定的；

! "# $ $ $ % &$!" # # # ≤! 则称 f (x1, x2, …,xn)为半负定的；

如果既不是半正定的又不是半负定的，

则称 f (x1, x2, …,xn)为不定的。
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定理8
对于实二次型

f (x1, x2, …,xn)

! "# $ $ $ % $!
"# A A A % &%=!

其中A是实对称的，下列条件等价：
(1)  f (x1, x2, …,xn)是半正定的；

(2)  它的正惯性指数与秩相等；

(3)  有可逆实矩阵C，使
!

" #!

"

#
#

A %A

#

 
 
 =
 
 
 

!

其中 !" #"$" "!" ! #≥ = ! !
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(4)  有实矩阵C使
!" # #= !

(5)  A的所有主子式全大于零。

注1 所谓一个k级主子式，是指形如

! ! ! " !

" ! " " "

! "

!

!

! ! ! !

" " " " " "

" " " " " "

" " " " " "

# # #

# # #

# # #

!

!

" " "

!

的k级子式，其中 ! "! #!" " " #≤ < < < ≤!
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! "

! ! ! ! " ! !

" " ! " " " "

! "

! "

!! ! ! ! !

!

!

!

!

!

!

!

! ! ! ! ! !

!

" " " #

" " " " " " " " #

" " " " " " " " #

" " " " " " " " #

# #" #" #" ##

$ $ $ $ $

$ $ $ $ $

$ $ $ $ $

$ $ $ $ $

$ $ $ $ $

! ! ! !

" " " " "

! ! ! !

" " " " "

! ! ! !

" " " " "

! ! ! !

" " " " "

! ! ! !

!!!

!! !
!

!" !

!!! !!! ! !"!
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注2 在(5)中，仅有顺序主子式大于或等于零是

不是保证半正定性的。

反例

!"
! " " ! "

"

# #
$ % & $ & '

# !
!

" ! ! ! ! !
!
  

= − =   −  
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!
! "

"

!
# #

" !
!"

#
!

α α
    

= = =     
     

例：设二维向量                                         试写出

! !
" # " " # #$ % & ! !" # # $ $ $ $α α α α= +

对应的矩阵， 并求出t为何值时， 二次型是正定的。

! !
" # " " # #

! !
" " # #

#

$ % &
$ &

" #
# '

! !

!

!

" # # $ $ $ $
$ $

% %
$ $

%

α α α α

α α α α

= +

= +

 + +
=  + 

!
"

!
!

!

" #

" !
!

"$! "% #&
!'

!

! " "

"

" "
"

+ >=

= =
+


+

> ≠
+

!
"

! ≠ 正定
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例：并求出t为何值时， 二次型是正定的。

! ! !
" ! # " ! " # ! #$"% & ! ! '! ! ! "! ! ! ! ! !+ + + − +

! ! !
" ! # " ! " # ! #$!% & ! "' (! ! ! "! ! ! ! ! !+ + + + +

!

"
"

#

"!
! $

% & '
$

$
!

"
"
" !

 >

= >

=

=   >

! " #
$

− < <

!

"
"

#

"

! $
%

#$ & !$'
$

$

!
!
!

"
"

= >

=

=  + 



>

> 无解


