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第九章  内积空间
§1  定义与基本性质
§2  标准正交基
§3  同构
§4  正交变换
§5  子空间
§6  实对称矩阵的标准形
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§1 定义与基本性质
前面对线性空间的研究仅限于对其代数结构的

研究.但我们以几何空间中的向量作为线性空间理
论的一个具体模型，仅限于对代数结构的研究是不

够的，还需要研究向量的度量性质，如长度、夹角

等. 为此，我们需要在线性空间中引入一种新的结
构，这就是“内积”.
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定义4
设V是实数域R上一线性空间，在V 上定义了一

个二元实函数，称为内积，记作 ! " #"α β 它具有以下

性质：

! " # $ " # $%α β β α=!

! " # ! " #$! !α β α β=!!

（对称性）

! " # ! " # ! " #$α β γ α γ β γ+ = +!!

! " # $"α α ≥!! 当且仅当 !α = 时! " # $%α α =

（线性性）

（正定性）其中 ! !α β γ 是V 中任意的向量，
k是任意实数，这样的线性空间称为欧几里得(Euclid)
空间.
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简称欧氏空间.

欧氏空间即为带有内积的线性空间. 对线性空间
的维数并无要求，可以是有限维的，也可以是无限维

的. 本课程研究的是有限维的欧氏空间.
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例1 在线性空间Rn中，对于向量
! " ! "# $ $ $ %$ # $ $ $ %$! !" " " # # #α β= =! !

定义内积

! ! " "# $ % $! !" # " # " #α β = + + +!

显然，内积(1)适合定义中的条件.这样，Rn就成为
(1)

一个欧氏空间.
当n = 3时，(1)式就是几何空间中向量的内积在

直角坐标系中的坐标表达式.
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例2 在闭区间[a, b]上的所有实连续函数所成的
空间C[a, b]中，对于函数 f (x), g(x)定义内积

! " # ! # ! #$ %
!

"
# $ # % $ % %= ∫

由定积分的性质不难证明，对于内积(2)，C[a, b]构成
构成一欧几里得空间.

类似地，线性空间R[x], R[x]n，对于内积(2)也构
成欧几里得空间.
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欧几里得空间的基本性质

1）! " # ! " # ! " # ! " #$! ! ! !α β β α α β β α= = =

2）! " # ! " # ! " # ! " #α β γ β γ α β α γ α+ = + = +
! " # ! " #$α β α γ= +

3）! " # ! " # ! " #$! " ! "α β γ α γ β γ+ = +
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定义2
非负实数 ! " #α α 称为向量α 的长度，记为! ! "α

也称为α的范数.

注1 对于任意非零向量!α ! ! "# >

! " " !#α α= ⇔ =
注2 ! ! ! !! ! "! !α α=

注3 长度为1的向量称为单位向量.
如果 !"α ≠ 则 !

" "
α

α
为一个单位向量.通常称为 α 的单位化.



上页   下页   返回   结束 

定理(柯西－布涅柯夫斯基不等式）
设 !α β 为欧氏空间V 中任意两个非零向量，则

! " # $ ! ! !! ! %α β α β≤

证明：当 !β = 时，结论自然成立. 下设 !"β ≠
构造向量 !!γ α β= + 则

! " # ! " # $"! !γ γ α β α β= + + ≥
即 !" # $ !" # $ " # $ %#! !α α α β β β+ + ≥

!!∀ ∈

!!∀ ∈
!"# $ % "# $ %# $ % &'α β α α β β∆ = − ≤所以它的判别式

即! " # $ ! ! !! ! %α β α β≤

当且仅当 !α β 线性相关时，等号才能成立.
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反之若等号成立，则关于t的一元二次方程
!" # $ !" # $ " # $ %! !α α α β β β+ + =

有唯一解

显然当 !α β 线性相关时，等号成立.

!
" # $ %
" # $

! α β
β β

=

此时对于向量

! !" # $ !#γ γ =
! ! "!γ α β= + 有

所以 ! ! !"!γ α β= + = 即
! " # $"
! " #
α βα
β β

− =

故 !α β 线性相关.
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注  上述定理对于一般欧氏空间都成立的. 而对
于一些具体的欧氏空间，它有着具体的形式，而这

些不等式已经为我们所熟知.
例如 在欧氏空间Rn中的Cauchy不等式：

! ! " "# #! !" # " # " #+ + +!

! ! ! ! ! !
" ! " ! #! !" " " # # #≤ + + + + + +! !

又如 在C[a, b]中，Cauchy－Schwarz不等式：

( ) ( )!" # !" #
# #$ % $ % $ % $ %

! ! !

" " "
# $ % $ &$ # $ &$ % $ &$≤∫ ∫ ∫
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注  根据柯西－布涅柯夫斯基不等式，我们有三
角不等式

! ! ! ! ! ! "α β α β+ ≤ +
事实上，

!" " # $ %α β α β α β+ = + +

! " # $! " # ! " #α α α β β β= + +
! !" " ! " "" " " "α α β β≤ + +

!"# # # #$ %α β= +
所以! ! ! ! ! ! "α β α β+ ≤ +
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定义3
设 !α β 为欧氏空间V 中任意两个非零向量，

! " #" $%&&'( "
) )) )
 β β
 β

< >=

称为向量 !α β 的夹角.

! "α β π≤ ≤

定义4
如果向量 !α β 的内积为零，即

! " # $"α β =
则 !α β 称为正交的或互相垂直的，记为 !α β⊥

注  显然 ! "
#
πα β α β⊥ ⇔ =
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在欧氏空间中同样有勾股定理，即当 !α β 正交

时， ! ! !" " " " " " #α β α β+ = +
事实上，

!" " # $ %α β α β α β+ = + +

! !" " " " #α β= +

! " # $! " # ! " #α α α β β β= + +
! " # ! " #α α β β= +

不难将勾股定理推广到多个向量的情形，即如果

向量 ! "# # # !α α α! 两两正交，则
! ! ! !

" ! " !# # # # # # # # $! !α α α α α α+ + + = + + +! !
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有限维欧氏空间中的内积
设V是一个n维欧氏空间，在V中取一组基 ! "# #ε ε

! !!ε! 对V中任意两个向量

! !
" "

! !

" " " "
" "
# $α ε β ε

= =

= =∑ ∑
则

! !
" # $ " # $

! !

" " # #
" #
$ %α β ε ε

= =

= ∑ ∑

! "
# ! $%

!

" # " #
" #
$ % ε ε

=

=∑
令 ! " #" " $"%" " &!" ! "# ! " $ε ε= = !
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于是

! "
# ! $ %

!

" # "#
" #
$ % &α β

=

=∑
利用矩阵，! " #α β 还可以写成

! " # "!" #Aα β =
其中

! !

" "# $

! !

" #
" #

$ %

" #

   
   
   = =
   
   
   

! !

分别是 !α β 的坐标，
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! "!" # #A % ×=
而矩阵

称为基 ! "# # # !ε ε ε! 的度量矩阵.
上面讨论表明：在知道了一组基的度量矩阵后，

任意两个向量的内积就可以通过坐标来计算，因而

度量矩阵完全确定了内积.
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不同基下度量矩阵之间的关系

设 ! "# # # !η η η! 是空间V的另外一组基， ! "# #ε ε
! !ε!

而由

到 ! "# # # !η η η! 的过渡矩阵为C，即

! " ! "# $ $ $ % # $ $ $ % &! ! "η η η ε ε ε=! !

于是基 ! "# # # !η η η! 的度量矩阵

! " !! # "" $!
"# " #A B C 'Cη η= = =

也可写成

! !

" "
! " ! "# $ # $ %! !

" "

" "

# A A A BA

η ε
η ε

η η η ε ε ε

η ε

   
   
   = = =
   
   
   

! !
" "
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度量矩阵的性质
度量矩阵是正定的.

事实上，对于非零向量 !α 即坐标向量 !"! ≠

! " # $%!" #"  = >

反之，给定一个n级正定矩阵及n维实线性空间的
一组基 ! "# # # #!ε ε ε! 可以规定V上一个内积，使它成为
欧氏空间，并且基 ! "# # # !ε ε ε! 的度量矩阵为A.
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§2 标准正交基
定义5
欧氏空间V中一组非零的向量，如果它们是两两

正交的，则称为一组正交向量组.
注  应该指出，按定义，由单个非零向量所成的

的正交向量组.
以下所讨论的正交向量组都是非空的.
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命题
正交向量组是线性无关的.
证明：设 ! "# # # !α α α! 为一正交向量组，

! ! " " #$! !" " "α α α+ + + =!

两边同时与 !α 作内积，即得
! " # $%! ! !" α α =

由于 !"!α ≠ 有! " # $"! !  > 从而有 !" #$%$ $ &'!" ! #= = !

这就证明了 ! "# # # !α α α! 是线性无关的.
推论  在n维欧氏空间中，两两正交的非零向量

不可能超过n个.



上页   下页   返回   结束 

定义6
在n维欧氏空间中，由n个向量组成的正交向量

组称为正交基；由单位向量组组成的正交向量组称
为标准正交基.

注1 对一组正交基进行单位化就可得到一组标
准正交基.

注2 设 ! "# # # !ε ε ε! 是一组标准正交基，由定义，
有 !" "

# " $
%" &! " !"

! "
! "

ε ε δ
=

= =  ≠
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注3 若基 ! "# # # !ε ε ε! 满足：

则它就是一组标准正交基.

!" "
# " $

%" &! " !"

! "
! "

ε ε δ
=

= =  ≠

综上可知，一组基为标准正交基的充分必要条件

是：它的度量矩阵为单位矩阵.
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注4 设基 ! "# # # !α α α! 的度量矩阵为A，则 A 为
正定阵，由二次型知识可知，存在可逆阵C，使得

!!
"# A# %=

令
! " ! "# $ $ $ % # $ $ $ % $! ! "ε ε ε α α α=! !

则 ! "# # # !ε ε ε! ! "# # # !α α α!

的过渡矩阵为C，
也是一组基，且从 到 ! "# #ε ε

! !ε! 于是基 ! "# # # !ε ε ε! 的度量矩阵

为 !!
"# A# %=

从而 ! "# # # !ε ε ε! 也就是一组标准正交基.
上述分析不仅说明了标准正交基的存在性，还给

出了求标准正交基的一种方法.
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注6 向量在标准正交基下的坐标

! "# # # !ε ε ε! 为V 的一组标准正交基，则任一向
量 !!α ∈

! ! " "# $ % # $ % # $ % &! !α α ε ε α ε ε α ε ε= + + +!
则

事实上，设

! ! " " #! !" " "α ε ε ε= + + +!
两边同时与 !ε 作内积，即得

! " #" $"%" " &! !" ! #α ε= = !

设
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注7 标准正交基下的向量内积的计算

在标准正交基 ! "# # # !ε ε ε! 下，

! ! " " #! !" " "α ε ε ε= + + +!

! ! " " #! !" " "β ε ε ε= + + +!
则

! ! " "# $ % &!
" "# $ # $ # $ % &α β = + + + =!
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标准正交基的求法

定理1
n维欧氏空间中任一个正交向量组都能扩充成一

组基.
证明：设 ! "# # # !α α α! 是正交向量组，我们对n－

m作数学归纳法.
当n－m＝0时， ! "# # # !α α α! 就是一组正交基了.
假设n－m＝k 时定理成立，也就是说，可以找到

向量 !" " "!β β! 使得

! " !# # # # # #! "α α α β β! !

成为一组正交基.
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下证 n－m = k + 1的情形.
因为m < n，所以一定存在向量 β 不能被 ! "# #α α

! !α! 线性表出，作向量

! ! ! " " #! ! !" " "α β α α α+ = − − − −!

其中k1, k2,…, km是待定的系数. 用 !α 与 !!α + 作内积，

得
!" # $ " # $ " # $ " !#%# # $! " ! ! ! !# ! "α α β α α α+ = − = !

取
! " # ! $"%" " #&
! " #

!
!

! !

" ! #α β
α α

= = ! 则有

!" # $ %# " !#&# # $'! " ! "α α + = = !

由β 的选择可知， ! "#!α + ≠



上页   下页   返回   结束 

因此 ! " !# # # #! !α α α α +! 是一正交向量组.
由归纳假设，! " !# # # #! !α α α α +! 可以扩充一正交基.

于是定理得证.
注  上述定理的证明过程给出了一个具体求正交

基的方法，即从任一个非零向量出发，按证明中的步

骤逐个地扩充，最后就得到一个正交基. 再单位化，
就得到一组标准正交基.
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定理2
对于n维欧氏空间中任意一组基 ! "# # # #!ε ε ε! 都可

以找到一组标准正交基 ! "# # # #!η η η! 使得

! " ! "# $ $ $ $% # $ $ $ %$ !$"$ $ &! !" " ! #ε ε ε η η η= =! ! !

证明：设 ! "# # # !ε ε ε! 是一组基，下面就逐个求出

向量 ! "# # # #!η η η!
首先，取 ! !

!

! "
# #

η ε
ε

=

一般地，假定已经求出 ! "# # # #!η η η! 它们是单位
正交的，具有性质

显然 ! !" # " #$! !ε η=

! " ! "# $ $ $ $% # $ $ $ %$ !$"$ $ &! !" " ! #ε ε ε η η η= =! ! !
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下一步来求 !"!η +

因为 ! " ! "# $ $ $ % # $ $ $ %$! !" "ε ε ε η η η=! ! 所以 !!ε + 不

能被 ! "# # # !η η η! 线性表出. 按定理1证明中的方法，
作向量

! ! !
!
" # $ %

!

! ! ! " "
"

ξ ε ε η η+ + +
=

= −∑
显然

! "#!ξ + ≠ 且 !" # $ %# !#&# # '! " " !ξ η+ = = !

令
! !

!

! "
# #! !
!

η ξ
ξ+ +

+

=

! !" " "! !η η η +! 就是一单位正交向量组. 同时
! ! ! !" # # # $ " # # # $#! ! ! !" "ε ε ε η η η+ +=! !

由归纳法原理，定理2得证.



上页   下页   返回   结束 

注1 定理2中要求
! " ! "# $ $ $ $% # $ $ $ %$ !$"$ $ &! !" " ! #ε ε ε η η η= =! ! !

就相当于由基 ! "# # # !ε ε ε! ! "# # # !η η η!到 的过渡矩阵是

上三角形的.
注2 定理2中把一组线性无关的向量变成一单位

位正交向量组的方法称为Schimidt正交化.
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例  把
! "#!$!$%$%&$ # !$%$%$!&$α α= = −

! "#$%&%$%&'% #$% $% $%$'α α= = − −
变成单位正交的向量组.

解：先把它们正交化，得

! ! "!#!#$#$%#β α= =

! "
! ! "

" "

# $ %
# $ %
α ββ α β
β β

= −

! " ! #
! ! " #

" " # #

$ % & $ % &
$ % & $ % &
α β α ββ α β β
β β β β

= − −

! !" # #!#$%#
& &

= −

! ! !" # # #!$#
% % %

= −
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! " ! # ! $
! ! " # $

" " # # $ $

% & ' % & ' % & '
% & ' % & ' % & '
α β α β α ββ α β β β
β β β β β β

= − − −

!"# "# "#"$%= − −

再单位化，得

!
! !" # #$#$%#
& &

η =

!
" " !# $ $ $%&$
' ' '

η = −

!
" " " !# $ $ $ %$
"& "& "& "&

η = −

!
" " " "# $ $ $ %&
' ' ' '

η = − −
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标准正交基到标准正交基的过渡矩阵
设 ! "# # # !ε ε ε! 与 ! "# # # !η η η! 是欧氏空间V 中的两

组标准正交基，它们之间的过渡矩阵是 ! "#!"# A= 即

!! !" !

"! "" "
! " ! "

! "

# $ $ $ % # $ $ $ % &

!

!
! !

! ! !!

" " "
" " "

" " "

η η η ε ε ε

 
 
 =
 
 
 

! !

因为 ! "# # # !η η η! 是标准正交基，所以

!" "
# " $

%" &! " !"

! "
! "

η η δ
=

= =  ≠
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于是

! !
" # $ " # $

! !

"# " # $" $ %# %
$ %
& &δ η η ε ε

= =

= = ∑ ∑

! "
# ! $

!

"# $% " $
" $
& & ε ε

=

= ∑
! "

!

"# $% "$
" $
& & δ

=

= ∑

!
"

!

"# "$
"
% %

=

=∑
故 !!"" #= 或 ! "!" "− =

定义7 n级实矩阵A 称为正交矩阵，如果
!!"" #=
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由标准正交基到标准正交基的过渡矩阵是正交

矩阵；

反之，如果第一组基是标准正交基是标准正交

基，过渡矩阵是正交矩阵，则第二组基一定也是标

准正交基.
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注  正交矩阵
!! !" !

"! "" "

! "

#

!

!

! ! !!

" " "
" " "

#

" " "

 
 
 =
 
 
 

!

!

" " "

!

!!"" #⇔ = 即

! ! " "

!# #
$# %! " ! " #! #" !"

! "
$ $ $ $ $ $

! "
δ

=
+ + + = =  ≠

!

列向量组是一组单位正交的向量组
!!"" #⇔ = 即

! ! " "

!# #
$# %! " ! " !# "# !"

! "
$ $ $ $ $ $

! "
δ

=
+ + + = =  ≠

!

行向量组是一组单位正交的向量组
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§3 同构
在第6章 线性空间中，我们证明了数域P上的n

维线性空间V 在代数结构上与Pn是相同的. 现在我
们所研究的欧氏空间只是在线性空间中多加了一种

结构：内积. 下面我们引入欧氏空间中的同构，类

的概念之后，我们将证明实数域上任一n维欧氏空间

似的，所谓同构，就是结构上相同，这种相同用映

射来反映，即两个欧氏空间之间可以建立一种双射，

它不仅是保线性运算的，还是保内积的. 引入同构

都与Rn（普通内积）是同构的.
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定义8
实数域R上欧氏空间V与! ′称为同构的，如果由

V到! ′有一个双射 !σ 满足

! " # " # " #$σ α β σ α σ β+ = +!

! " # " #$! !σ α σ α=!

! " # $ " " $# " $$#α β σ α σ β=!

其中 ! ! !! "α β ∈ ∈ 这样的映射σ称为V 到! ′的同构
映射.



上页   下页   返回   结束 

注  因为欧氏空间只是一种多了一种结构的线性
空间，所以欧氏空间之间的同构映射也是作为线性

空间的同构映射.因此，同构的欧氏空间必有相同
的维数.
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命题
任一n维欧氏空间都与Rn同构.
证明：设V 为n维欧氏空间，

! "!"σ →

! "# # # !ε ε ε! 为V 中一
组标准正交基，构造映射

! "# $ # % % % $&!" " "σ α = !

对于任意 !!α ∈ ! ! " " #! !" " "α ε ε ε= + + +! 则

容易验证σ 确为一个同构映射.

设
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欧氏空间中的映射的性质

1 反身性；
2 对称性；
3 传递性.
事实上，欧氏空间中的恒等映射是自身到自身

的同构映射.

两个同构映射的复合仍是同构映射.
同构映射的逆仍是同构映射.
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定理3
两个有限维欧氏空间同构的充分必要条件是它

们的维数相同.
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我们可以按同构关系将所有欧氏空间进行分类，

每一类的任何两个空间都是同构的，而属于不同类

的两个欧氏空间是不同构的. 现在每一类中选取一

个代表空间，由定理3可知，这种分类方法实际上就

是按维数分类，所以选取的最简单的代表空间当然

应该是Rn. 所以我们只要弄清楚Rn的结构，就弄清
楚了它所在的类，即所有n维欧氏空间的结构.
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§4 正交变换
定义9
欧氏空间V 的线性变换A称为正交变换，如果它

保持向量的内积不变，即对于任意的 ! !!α β ∈ 都有

! " # ! " #$α β α β=A A
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正交变换的充分必要条件
定理4
设A是n维欧氏空间V的一个线性变换，于是下

面四个命题是相互等价的：

1）A是正交变换，即保内积；
2）A保持向量的长度不变，即对于

! ! ! ! "α α=A
!!α∀ ∈

3）如果 ! "# # # !ε ε ε! 是标准正交基，则 ! "# #ε εA A
! !εA! 也是标准正交基，即A将标准正交基变成标

准正交基；

4）A在任一标准正交基下的矩阵是正交矩阵.
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证明：

首先证明1）与2）等价.

如果A是正交变换，则对于

!"# !$#⇒

! " # ! " #α α α α=A A!" "α =A !" " #α=
故! ! ! ! "α α=A

!!α∀ ∈

!"# !$#⇒ 对于 ! !!α β∀ ∈
! " # ! " #"α α α α=A A
! " # ! " #"β β β β=A A

! ! "# ! "" ! # "$α β α β α β α β+ + = + +A A
于是将最后的等式展开即得
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! ! "# ! ""α β α β= + +A A
! " #α β α β= + +A A A A

! " #$α β α β= + +

! " # $! " # ! " #α α α β β β+ +A A A A A A

! " # $! " # ! " #"α α α β β β= + +
再利用 ! " # ! " #"α α α α=A A ! " # ! " #β β β β=A A 即得

! " # ! " #$α β α β=A A
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再来证明1）与3）等价.
!"# !$#⇒

!"# !$#⇒

设 ! "# # # !ε ε ε! 是一组标准正交基，则

! " # ! " #! " ! "ε ε ε ε=A A
!" "

# " !"$" " %&
'"
! "

! " #
! "
=

= = ≠
!

由此可知， ! "# # # !ε ε εA A A! 也是标准正交基.

设 ! "# # # !ε ε ε! 是一组标准正交基，则 ! "# # #ε εA A !

!εA 也是一组标准正交基，于是对于 ! !!α β∀ ∈ 设
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! ! " " #! !" " "α ε ε ε= + + +!

! ! " " #! !" " "β ε ε ε= + + +!

则

! !
" #

! !

" #
" #
$ %α ε β ε

= =

= =∑ ∑i jA A A A

! !
" # $ " # $

! !

" #
" #
$ %α β ε ε

= =

= ∑ ∑i jA A A A

! "
# ! $

!

" # " #
" #
$ % ε ε

=

=∑ A A
! "

!

" # "#
" #
$ % δ

=

=∑

! "

!

" "
" #
$ %

=

=∑ ! " #$α β=

于是

即A为正交变换.



上页   下页   返回   结束 

最后证明3）与4）等价
!"# !$#⇒
设 ! "# # # !ε ε ε! 是一组标准正交基，则 ! "# # #ε εA A !

!εA 也是一组标准正交基，而A 在 ! "# # # !ε ε ε! 下的矩

阵为 A，即
! " ! "# $ $ $ % # $ $ $ % &! ! "ε ε ε ε ε ε=A A A! !

则A即为由标准正交基 ! "# # # !ε ε ε! 到标准正交基 !"εA

! " " !ε εA A! 的过渡矩阵，由此可知 A为正交阵.
!"# !$#⇒
由上述分析可知，如果A为正交矩阵，则由（1）

（1）

式所确定的 ! "# # # !ε ε εA A A! 为标准正交基.
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注1 因为正交矩阵是可逆的，所以正交矩阵是
可逆的. 由定义不难看出，正交变换实际上就是一

个欧氏空间到它的自身同构映射.
注2 在标准正交基下，正交变换与正交矩阵对

由此可知，可由正交变换的性质得到一些正交

矩阵的的性质：

应.

1） 正交矩阵的逆仍是正交矩阵；
2） 两个正交矩阵的乘积仍是正交矩阵.
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正交矩阵（正交变换）的分类及其几何意义
若A是正交矩阵，则由 !" " #= 可知

!" " " "" " " " " " #$! !" " " " " #= = = =
即! ! "#! = ±

若| A| = 1，则称相应的正交变换为旋转，或者
称为第一类的；

若|A| = －1，则称相应的正交变换为第二类的.

以三维几何空间为例，我们知道可以建立两种

直角坐标系，右手系的或左手系的.
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先来看右手直角坐标系的概念，所谓建立直角

实际上就是先选取一定点O，

!!

再选取三个两

两正交的单位向量

!ε
!ε

!ε! " #$ $ $ε ε ε
坐标，

使之

满足右手法则. 然后定义向量的坐

标，而向量 α的坐标实际上就是
α在基 ! " #$ $ε ε ε 下的坐标.
而 ! " #$ $ε ε ε 显然就是一组标准正交基，
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选取另外三个两两正交的单位向量 ! " #$ $ $ε ε ε′ ′ ′

若从基 ! " #$ $ε ε ε 到基 ! " #$ $ε ε ε′ ′ ′的过渡矩阵A的行列
式等于 1，则以 ! " #$ $ε ε ε′ ′ ′ 建立的直角坐标系是右手

系的.

若从基 ! " #$ $ε ε ε 到基 ! " #$ $ε ε ε′ ′ ′的过渡矩阵A的行列
式等于－1，则以 ! " #$ $ε ε ε′ ′ ′ 建立的直角坐标系就是

左手系的.

不难利用向量的向量积或混合积验证：
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三维几何空间中的右手系和左手系的概念可以

广到一般n维欧氏空间中，只是没有了右手法则和左

手法则这样直观的表示. 于是我们就直接按过渡矩

阵的行列式列的符号（即等于+1还是－1）对n 维欧
氏空间中的的标准正交基进行分类. 欧氏空间（也
可用于线性空间）中所有的基分为两类：先选取一

组基，凡是与它的过渡矩阵大于零的基属于一类，

反之，与它的过渡矩阵小于零的基属于另一类.
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例 在欧氏空间中任取一组标准正交基 ! "# # # #!ε ε ε!
定义线性变换A为

! !" " #" " $! ! ! "ε ε ε ε= − = =A A !

则A 就是一个第二类的正交变换.
从几何上看，这个一个镜面反射.

!ε
!ε

!ε

!ε−
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§5 子空间
定义10
设V1，V2是欧氏空间V 中两个子空间.如果对

于任意的 ! "# #! !α β∈ ∈ 恒有

! " # $%α β =
则称V1，V2为正交的，记为V1⊥V2 .
一个向量α ，如果对于任意的 !"!β ∈ 恒有

! " # $%α β =
与V1为正交的，记为则称α !"!α ⊥
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注  若V1⊥V2，则V1∩V2={0}.

事实上，设 ! " #! !α ∈ I 则

! " # $"α α =
由此可知 !"α = 从而

! " #$%&! ! =I

类似地，若 !"!α ∈ 且 !"!α ⊥ 则 !"α =
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定理5
如果子空间 ! "# # # !" " "! 两两正交，则和

! " !" " "+ + +!
是直和.

证明：设 ! "!#! ! !! !" ! #α ∈ = ! 且

! " #$!α α α+ + + =!

上式两边同时与 !α 作内积，利用正交性即有
!" #"$" " %! ! "α = = !

即零向量的分解是唯一的，从而和

! " !" " "+ + +!
是直和.
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定义11
子空间V2称为子空间V1的一个正交补，如果

! " ! "# $! ! ! ! !⊥ + =!

注1 显然，如果V2是V1的正交补，则V1也是V2

的正交补.
注2 在证明了V1的正交补存在性与唯一性之后，

记V1的正交补为 ! "! ⊥
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定理6
n维欧氏空间V的每一个子空间V1都有唯一的正

交补.
证明：如果V1＝{0}，则它的正交补就是V，此

时唯一性是显然的.
设 ! "#$%! ≠ 欧氏空间的子空间在所定义的内积

积之下也是一个欧氏空间. 在V1中取一组正交基 !"ε
! " " "!ε ε! 由定理1，它可以扩充成V的一组正交基

! " !# # # # # # $! ! "ε ε ε ε ε+! !

显然，子空间 !" # # $! "# ε ε+ ! 就是V1的正交补.
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再来证唯一性.设V2，V3都是V1的正交补.
于是

! " #! ! != ⊕

! "#! ! != ⊕
任取 ! "!α ∈ 由第二式有

! "#α α α= +
其中 ! ! " "# $! !α α∈ ∈ 因为 !"α α⊥ 所以

! ! " !# $ % & $ % &α α α α α= = +

! ! " !# $ % # $ %α α α α= + ! !" # $%α α=
即 ! "#α = 由此得知

!"!α ∈ 即 ! "#! !⊂
同理可证 ! "#! !⊂ 因此 ! "#! != 唯一性得证.
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推论

!!
⊥
恰由所有与V1正交的向量组成.

即
! " # $%! ! !α α⊥ = ∈ ⊥

由分解式

! !! ! ! ⊥= ⊕
可知，V中任一向量α都可以唯一地分解成

! " #α α α= +
其中 ! ! " !# $! !α α ⊥∈ ∈

命题

称 !α 为向量α 在子空间V1上的

的内射影.
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§6 实对称矩阵的标准形
在第五章我们得到，任意一个对称矩阵都合同

于一个对角矩阵，即存在可逆矩阵C使
!" #"

成对角形. 现在利用欧氏空间和特征值与特征向量
理论，第五章中关于实对称矩阵的结果可以加强为：

对于任意一个n级实对称矩阵A，都存在一个 n
即正交矩阵T，使

!! "! ! "!−′ =
成对角形，显然这个对角形不仅与A是合同的，而且
与A是相似的.
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引理1
设A是实对称矩阵，则A的特征值全为实数.

证明：设 !λ 是 A的特征值，于是有非零向量
! "# $ $ $ %!"# # #ξ = !

使得
! "!ξ λ ξ=

! "# $ $ $ % $!"# # #ξ = !令 其中 !" 为 !" 的共轭复数，则
! "!ξ λ ξ=

考察等式
!ξ ξ′ ′ ! "!ξ ξ′= ! "!ξ ξ′=

A对称 A是实的

!λ ξ ξ′ = ! "λ ξ ξ′=
又因为ξ是非零向量，

! "!ξ ξ′ =



上页   下页   返回   结束 

! ! " " #! !" " " " " "ξ ξ′ = + + + ≠!

故

从而 ! ! "λ λ= 即 !λ 是一个实数.
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对应于实对称矩阵A，在n维欧氏空间Rn上定义
一个线性变换A 如下：

! !

" " #

! !

" "
" "

#

" "

   
   
   =
   
   
   

A
! !

显然A 在标准正交基

! "

! # #
# ! #
$ $ $

# # !

!ε ε ε

     
     
     = = =
     
     
     

!

下的矩阵就是 A.
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引理2
设A 是实对称矩阵，A 的定义如上，则对任意的

! !!α β ∈ 有
! " # ! " #"α β α β=A A

或

!! !" "β α α β=
证明：

! ! !" "β α β α= ! "!"β α= !! "α β=

A对称

!" # $! !"β α=

是一个实数，视为一个1×1的矩阵
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设A为欧氏空间V上的线性变换，若对于任意
! !!α β ∈ 都有

! " # ! " #"α β α β=A A

则称为A为对称变换，或自伴随变换.

定义12
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引理3
设A 是对称变换，V1是A的不变子空间，则 !!

⊥

也是A 的不变子空间.
证明：任取 ! "!α ⊥∈ 要证 ! "!α ⊥∈A 即要证

!"!α ⊥A

对于任意的 !"!β ∈ 都有 !"!β ∈A 故! " # $%α β =A

因此，
! " # ! " # $%α β α β= =A A

即 ! "!α ⊥∈A !!
⊥
也是A 的不变子空间.
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引理3
设A是实对称矩阵，则Rn中属于A的不同特征值

的特征向量必正交.
证明：设 !λ µ 是A的两个不同的特征值， !α β 分

别是属于 !λ µ的特征向量，即 ! "! !α λα β µβ= =
定义Rn中线性变换 A：A x＝Ax，x∈Rn.
于是 ! "α λα β µβ= =A A 由于! " # ! " #"α β α β=A A 有

! " # ! " #"λ α β µ α β=
因为 !λ µ≠ 所以! " # $"α β = 即 !α β正交.
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定理7
对于任意一个n级实对称矩阵A，都存在一个n级

正交矩阵T，使得
!! "! ! "!−′ =

成对角形.
证明：由实对称阵和对称变换的关系，只要证明

明对称变换A有n个特征向量做成的标准正交基即可.
对空间的维数n作归纳法.
n = 1时，显然定理的结论成立.
设 n－1时定理的结论成立.对n维欧氏空间Rn，

线性变换A有一特征向量 !"α 其特征值为实数 !"λ
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将 !α 单位化，还用 !α 代表它. 作 !" #! α 的正交

补，设为V1.
由引理3，V1是A 的不变子空间，其维数为n－1.

又 A |V1显然也是对称变换，由归纳假设，A |V1有n－1

个特征向量 ! " " !α α! 作为V1的标准正交基.
从而 ! "# # # !α α α! 是Rn的标准正交基，又是A的n

个特征向量. 定理得证.
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定理7中正交矩阵T 的求法
在定理的证明过程中我们利用矩阵A在Rn中定义

了一个线性变换 A，求正交变换T的问题就相当于在
Rn中求一组由A 的特征向量构成的标准正交基.
事实上，设

!! !" !

"! "" "
! !

! "

# # #

!

!
!

! ! !!

" " "
" " "

" " "

η η η

     
     
     = = =
     
     
     

!
" " "

是Rn的一组标准正交基，它们都是A的特征向量.
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显然，由 ! "# # # !ε ε ε! 到 ! "# # # !η η η! 的过渡矩阵就

是
!! !" !

"! "" "

! "

#

!

!

! ! !!

" " "
" " "

#

" " "

 
 
 =
 
 
 

!

!

" " "

!

T 就是一个正交矩阵，且
!! "! ! "!−′ =

成对角形.
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正交矩阵T 的计算步骤
1.求出A的特征值.设

!" " !λ λ! 是A的全部不同
的特征值.

2.对于每个 !!λ 解齐次线性方程组

!

"# $ %&!

"

#
#

A %

#

λ

 
 
 − =
 
 
 

!

求出一个基础解系，这就是A 的特征子空间
!

"λ 的一
组基： ! "# # # $

!! ! !"ε ε ε! 再作Schimidt正交化得
! "# # #

!! ! !"η η η!
它就是

!
"λ一组标准正交基.
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3.因为 !" " !λ λ! 两两不同，所以将它们各自的标

准正交基合并起来

即得Rn的一组标准正交基.
!!! !" ! ! "# # # # # # #

!" ! ! !"η η η η η η! ! !

也是A的特征向量.

4.最后按顺序将3中所求的特征向量排成正交矩
阵T，则

!

"

!

"! #

!

"

"

! "

#

#
A %A A %A

#

λ

λ

λ

−

 
 
 ′ = =  
 
 
 

!
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例  已知
! " " "
" ! " "

#
" " ! "
" " " !

!

− 
 − =
 −
 − 

求一正交矩阵T使得 !" #! "! ! "!−′ = 成对角形.
解：先求A的特征值.由

!

" " "
" " "

# # $ "% $ !%&
" " "
" " "

! "

λ
λ

λ λ λ
λ

λ

− −
− −

− = = − +
− −

− −

即得A的特征值为1（三重），－3.
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其次，求属于特征值1的特征向量. 为此考虑线
性方程组!" # $%! " #− = 即

!" # $

!" # $

!" # $

!" # $

%&
%&
%&
%'

!! ! !
!! ! !
!! ! !
!! ! !

−− + =
 +− + − =
 +− + − =
 −− + =

求得基础解系为

!

"

#

$!%!%&%&'%
$!%&%!%&'%
$ !%&%&%!'(

α
α
α

=
 =
 = −

把它正交化，得
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! ! "!#!#$#$%#β α= =

! "
! ! "

" "

# $ % " "# $ $"$&%$
# $ % ! !
α ββ α β
β β

= − = −

! " ! #
! ! " #

" " # #

$ % & $ % & " " "$ % % %"&'
$ % & $ % & ! ! !
α β α ββ α β β
β β β β

= − − = −

再单位化，得

!
! !" # #$#$%#
& &

η =

!
" " !# $ $ $%&$
' ' '

η = −

!
" " " !# $ $ $ %&
"' "' "' "'

η = −

这就是属于三重特征

值 1 的三个标准正交
的特征向量.
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再求属于－3的特征向量. 为此考虑齐次线性方
程组!" # $%! " #− = 即

!" # $

!" # $

!" # $

!" # $

! %&
! %&

! %&
! %'

!! ! !
!! ! !
!! ! !
!! ! !

−− − + =
 +− − − =
 −− + − =
 −− − =

求得基础解系为
!"# "# "#"$%− −

将它单位化得

!
" " " "# $ $ $ %&
' ' ' '

η = − −
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特征向量 ! " # $% % %η η η η 构成R4的一组标准正交基，所求
的正交矩阵为 ! ! ! !

"" # !"
! ! ! !

"" # !" $
" ! !%

"# !"
& !% %

"!"

!

 − 
 
 − − 
 =
 − 
 
 
 
 

而
!
!

"
!

#

! "!

 
 
 ′ =
 
 − 
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注  上例中可进一步要求| T |=1，基即要求正交矩
阵T是第一类的.
事实上，如果求得的正交矩阵T的行列式为－1，

则取 !
!

"!

!

!

− 
 
 

=  
 
 
 
 

!

于是T1＝TS是正交矩阵，且
!" " " "" " !#! ! "= =
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注2 如果线性替换
! !! ! !" ! !

" "! ! "" ! "

! ! " !

#
#

! !

! !

! ! ! !! !

" # $ # $ # $
" # $ # $ # $

" # $ # $ # $

= + + +
 = + + +


 = + + +

!

!

!!!

!

的矩阵C=(cij)是正交的，则它就称为正交的线性替换.

正交的线性替换显然是非退化的.
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定理7的二次型语言描述
定理8
任意一个实二次型

! "
! # $

!

"# " # "# #"
" #
$ % % $ $

=

=∑
都可以经过正交的线性替换变成平方和

! ! !
" " ! ! #! !" " "λ λ λ+ + +!

其中平方项的系数 ! "# # # !λ λ λ! 就是矩阵A的特征多项
式全部的根.
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正交变换（正交矩阵）的几何应用
二次曲面的分类

在直角坐标系下，二次曲面的一般方程是
! ! !

"" !! ## "! "# !#! ! !! " ! # ! $ ! "# ! "$ ! #$+ + + + +

! " #" " " $%! " ! # ! $ %+ + + + =
令

!! !" !# !

"! "" "# "

#! #" ## #

$ $ %
! ! ! " #

A ! ! ! B & ' #
! ! ! ( #

    
    = = =    

    
    

则上述方程可写成

! "#! !" #" A " B+ + =
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经过转轴，坐标变换公式

!! !" !# !

"! "" "# !

#! #" ## !

$
! " " " !
# " " " #
$ " " " $

    
    =     

    
    

或者 !"! "!=

其中C为正交矩阵且| C |=1. 在新坐标系中，曲面的方
程就是

! ! !" # $" # %&! ! !" # A# " B # " C+ + =
由定理7及注可知，存在行列式为1的正交矩阵C使

!

"

#

$!" #"
λ

λ
λ

 
 =  
 
 
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即可以作一转轴，使曲面在新坐标系下的方程为
! ! !

" " ! " # " " " ! " # "! ! ! $%! " # $ ! $ " $ # %λ λ λ+ + + + + + =
其中

! " # ! " #$ % % & $ % % & '! ! ! ! ! ! "=

此时，再按照 ! " #$ $λ λ λ 是否为零的情况，作适当的移
轴与转轴就可以把曲面的方程化成标准方程.

例如： ! " #$ $λ λ λ 全不为零.

作移轴

!
! "

!

"
! "

"

#
! "

#

$

$

$

!" "

!# #

!
$ $

λ

λ

λ


= −


 = −


 = −


此时曲面的方程为
! ! !

" ! ! ! # ! $%! " # $λ λ λ+ + + =
其中

!! !
"# !

# ! "

$!! !" "
λ λ λ

= − − −
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  在解析几何中,两个点α和间的距离等于向量a-β的
长度.在欧氏空间中我们
同样可引入
定义：长度| α-β |称为向量α和β的距离,记为d(α,β).
不难证明距离的三条基本性质:
1) d(α,β)=d(β,α);
2)d(αβ)≥0,并且仅当α=β时等号才成立;
3)d(α,β)≤d(α,y)+d(γ,β)(三角形不等式)

§7 向量到子空间的距离最小二乘法
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证明：一个固定向量和一个子空间中各向量间的
距离也是以“垂线最短”。

中学所学几何中知道一个点到一个平面(或一条直线)
上所有点的距离以垂线最短.

先设一个子空间W,它是由向量αi (i=1,2,…,k)所生成, 
一个向量α垂直于子空间W，就是指向量α垂直于W
中任何一个向量.容易验证α垂直于W的充分必要条
件是α垂直于每个αi(i=1,2,…,k).
现给定β，设γ是W中的向量,满足β-γ垂直于W.要证
明β到W中各向量的距离以垂线最短，就是要证明
对W中任一向量δ，有｜β-γ|≤|β-δ｜.
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证明： β -δ=(β- γ)+(γ -δ)因W是子空间， γ ，δ在
W中，则γ –δ inW. 故β-γ垂直于r-δ.由勾股定理，

|β-γ|²+|γ-δ |²= |β -δ| ² ，故|β-γ|≤|β-δ|.
这就证明了,向量到子空间各向量间的距离以
垂线最短!
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例已知某种材料在生产过程中的废品率y与某种化学
成分x有关.下列表中记载了某工厂生产中y与相应的
x的几次数值:
y/%   1.00   0.9   0.9   0.81  0.60   0.56   0.35 
x/%   3.6    3.7   3.8   3.9     4.0     4.1     4.2 
我们想找出y对x的一个近似公式.

解：把表中数值画出图来看,发现它的变化趋势近
于一条直线，因此我们决定选取x的一次式ax+b
来表达。当然最好能选到适当的a，b使得下列等
式都成立
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3.6a+6-1.00=0，
3.7a+6-0.9=0，
3.8a+6-0.9=0，
3.9a+6-0.81=0,
4.0a+6-0.60=0，
4.1a+6-0.56=0，
4.2a+6-0.35=0
都成立. 实际上是不可能的。任何a,b代入上面各式都发生
些误差.于是想到找a，b使得上面各式的误差的平方和最小,
即找a,b使
(3.6a+6-1.00)2+(3.7a+6-0.9)²+(3.8a+b-0.9)2+(3.9a+6-
0.81)?+(4.0a+6-0.60)²+(4.1a+b-0.56)2+(4.2a+b-0.35)2
最小.这里讨论的是误差的平方即二乘方，故称为最小二乘
法.
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