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一、误差的来源

实际问题 数学模型 数值计算方法 上机求结果

模型误差

观测误差

算法误差

（截断、迭代初值选择、

参数选取等导致的误差）

舍入误差

（机器字长限制）
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误差是用来描述数值计算中近似解的精确程度
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引例

例1 为计算地球的表面积，可采用! = 4$%&，其中%为地球半径.

那么由此计算会产生以下误差：

① 将地球近似看成球体→模型误差

② 取% ≈ 6370千米→观测误差

③ 计算4$%&涉及浮点数乘法→舍入误差



例2 用泰勒（Taylor）多项式

!" # = % 0 + %
( 0
1! # + %

(( 0
2! #, + ⋯+ %

" 0
.! #"

近似代替可导函数 %(#)，则截断误差为：

1" # = % # − !" # = % "34 5
. + 1 ! #

"34, 5 ∈ 0, # .

例3 用3.14159近似代替 9，则舍入误差为：
: = 9 − 3.14159 = 0.0000026⋯
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例4 近似计算!
"

#
$%& '(.

解：原式 = !
"

#
1 + (- + (

.

2! +
(1
3! + ⋯ '(
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= 1 + 13 +
1
2! ⋅

1
5 +

1
3! ⋅

1
7 +⋯

近似值 7. 截断误差 8.

≈ 1 + 0.333 + 0.1 = 1.433

保留小数点后3位数字（舍入误差：0.0003333）



定义：设 !为准确值，!∗为它的一个近似值，则称
#∗ = !∗ − !

为近似值的绝对误差，简称误差.
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1.1绝对误差的定义

注记：1、实际应用中，通常 !未知
2、由于 !未知，那么绝对误差 #∗也未知
3、绝对误差可正可负

注记：有量纲！



定义：若能根据测量工具或计算情况，有以下估计

!∗ − ! ≤ ε∗

则称 ε∗为绝对误差限，简称误差限.

由 ε∗可推测 !的范围，如：毫米刻度尺测得 !∗为765mm，若它误差

限 ε∗为0.5mm，则准确值 !的范围是[764.5mm, 765.5mm].

通常也可记： ! = !∗ ± ε∗，如上例可写为：! = 765 ± 0.5mm.
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1.2绝对误差限的定义

注记：考察近似值的精确程度不能仅看误差或误差限！

注记：有量纲！



有两个量 ! = 10 ± 1，& = 1000 ± 5，则

!∗ = 10， )*∗ = 1； &∗ = 1000，)+∗ = 5
可见 )+∗ 比 )*∗大4倍，但

)+∗
&∗ =

5
1000 = 0.5%， )*∗

!∗ =
1
10 = 10%

可见 &∗近似 &的程度比 !∗近似 !的程度好！
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示例

注记：除了考虑误差大小外，还要考虑准确值大小！



定义： 设 !为准确值，!∗为其近似值，称

#$ =
#∗
! = !∗ − !

!
为近似值的相对误差.

实际计算中，因 !未知，常取相对误差为：

#$∗ =
#∗
!∗ =

!∗ − !
!∗
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1.3相对误差的定义

注记：相对误差可正可负

差别：#$ − #$∗ =
#∗
! −

#∗
!∗ =

#∗(!∗ − !)
!∗! = #∗ )

!∗ !∗ − #∗ = #∗/!∗ )

1 − #∗/!∗ =
#$∗ )

1 − #$∗

注记：无量纲！



定义：若 ∃ "#∗使
%#∗ = %∗

'∗ ≤ "#∗

成立，则称 "#∗为相对误差限.实际上，"#∗ = "∗/|'∗|.

当 '位数较多时，常四舍五入取其近似值，如：
' = + = 3.1415926⋯

取三位近似：'5∗ = 3.14；取五位近似：'6∗ = 3.1416.
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1.4相对误差限的定义

判断：从左往右第一个非 0数开始数，直至最后一个数字为止，
如果总共有 7个数字，就称有 8位有效数字？

（3位有效数字） （5位有效数字）

注记：无量纲！



定义：若近似值 !∗可表示为
!∗ = ±%&. %(%)⋯%+×10/

其中 %0(2 = 1,2,⋯ , 5)是0到9中的一个数，%& ≠ 0，且

! − !∗ ≤ 0.5×10/;+<&

则 !∗有 5个有效数字.
推论：若 ! − !∗ ≤ 0.5×10/;+<&，则 !∗至少有 5个有效数字.

例4 !)∗ − = = |3.14×10A − 3.1415926⋯ | = 0.0015⋯ = 0.15⋯×10;(

0.5×10;) ≤ !)∗ − = ≤ 0.5×10;(， 故 5 = 3
10

1.5有效数字的定义
注记：D相同时，
5越大，即有效位数越多，
则绝对误差限越小，

近似值越精确.



例5 按照四舍五入原则写出下列各数具有5位有效数字的近似数：

187.9325, 0.03785551, 8.000033, 2.7182818

解：按定义，

例6 重力加速度 + = 9.80665⋯ m/s2，它分别可近似为 + ≈ 9.81 m/s2和
+ ≈ 0.00981 km/s2，则其有效数字分别是多少？

解： 0.5×1067 < + − 9.81×10: ≤ 0.5×1062 ⟹ = = 3

0.5×106> < + − 9.81×1067 ≤ 0.5×106? ⟹ = = 3
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187.93, 0.037856, 8.0000, 2.7183187.93, 0.037856, 8, 2.7183

注记：有效数字和小

数点后多少位无关！



定理1 设近似值可表示为

!∗ = ±%&. %(%)⋯%+×10/ %& ≠ 0

若 !∗有 1位效数字，则其相对误差限满足

23∗ ≤
1
2%&

×106 +6&

反之，若 23∗ ≤ &
((89:&)

×106 +6& ，则 !∗至少有 1位效数字.

证明：因 %&×10/ ≤ !∗ < %& + 1 ×10/，若 !∗有 1位效数字，则

23∗ =
|! − !∗|
!∗ ≤ 0.5×10/6+:&

%&×10/
= 1
2%&

×106 +6& ，反之类似可证.
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注记：有效位数越多，

相对误差限越小！



例7 要使 20的近似值的相对误差限小于0.1%，需要取几位有效数字？

解：设取 #位有效数字，由 20 = 4.4⋯知 () = 4，则由定理1有

*+∗ ≤
1
2()

×100 10) = 0.125×10)01 ≤ 0.1% = 0.1×1004

成立，所以 1 − # = −3，即 # = 4.

因此，需要至少取 4位有效数字.
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设近似值 !"∗与 !$∗的误差限分别为 % !"∗ 与 %(!$∗)，那么其四则运算满足：
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二、数值计算的误差限（相对误差限）估计

!"∗!$∗ − !"!$ = |!"∗ !$∗ − !$ + !$∗ !"∗ − !" − !"∗ − !" !$∗ − !$ |

3 % !"∗
!$∗

≤ !"∗ % !$∗ + !$∗ % !"∗
!$∗ $

， !$∗ ≠ 0

2 % !"∗!$∗ ≤ !"∗ % !$∗ + !$∗ % !"∗

1 % !"∗ ± !$∗ ≤ % !"∗ + % !$∗



设 !∗为 !的近似值，那么

# ! − # !∗ = #& !∗ ! − !∗ + #
&& (
2 ! − !∗ *, (介于 !∗, !之间

则有

|# ! − # !∗ | ≤ #& !∗ . !∗ + #&& (
2 .* !∗

若 #&&(!∗)不是很大且 !∗与 !很接近，则

. # !∗ ≈ #& !∗ . !∗
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2.1一元函数误差估计



设 !∗ = (!%∗, !'∗,⋯ , !)∗)为 !的近似值，则多元可微函数 + ! 的误差限为：

, + !∗ ≈ .
/0%

) 1+ !∗
1!/

, !/∗

其相对误差限为

,2 + !∗ ≈ .
/0%

) 1+ !∗
1!/

, !/∗
+ !∗
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2.2多元函数误差估计



例8 测得某场地的长 !和宽 "分别为： !∗ = 110 m , "∗ = 80 m，它们的
测量误差限分别为 * !∗ = 0.2 m和 * "∗ = 0.1 m.试求面积 -的误差限和
相对误差限.

解：由题可知

* -∗ ≈ /- !∗, "∗
/! * !∗ + /- !∗, "∗

/" * "∗
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*1 -∗ = * -∗
-∗ ≈ 27

110×80 ≈ 0.31% .

= "∗ * !∗ + !∗ * "∗ = (80×0.2 + 110×0.1) m8 = 27 m8



1、误差会传播、积累、对消

2、误差分析的核心：

研究原始数据的误差和计算中产生的误差对最终计算结果的影响
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三、误差定性分析

注记：算法有“优劣”之分，即使不能定量地估计最终误差，但

能判别计算过程中误差不会被任意放大，从而能实施数值计算，

这是误差分析的目的！



例9 近似计算

!" = $
%

& '"
' + 6*' (, = 1,2,⋯ )

解：由于

!" + 6!"2& = $
%

&'" + 6'"2&
' + 6 *' = $

%

&
'"2& *' = 1

, ,

因此，有递推式：!" = &
" − 6!"2&，由于 !% = ln 7 − ln 6 ≈ 0.154，则

!&∗ = 0.0751, !=∗ = 0.0494, !?∗ = 0.0369, !A∗ = 0.0286, !C∗ = 0.0284,

!D∗ = −0.00371, !E∗ = 0.165, !F∗ = −0.866, !G∗ = 5.305, !&%∗ = −31.7,
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3.1算法稳定性 1
7(, + 1) = $

%

& '"
7 *' ≤ !" ≤ $

%

& '"
6 *' = 1

6(, + 1)



考察第 !步误差：

"#∗ − "# ≈
1
! − 6"#)*

∗ − 1
! − 6"#)* = −6("#)*∗ − "#)*)

所以

"#∗ − "# ≈ 6 "#)*∗ − "#)* ≈ 6. "#).∗ − "#). ≈ ⋯ ≈ 6# "0∗ − "0

该算法的误差无法有效控制，需更换算法计算！
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误差以6倍速度增长！



算法二： !"#$ = $
&" −

$
& !"，先预估 !$(∗ = $

*
$

& $(+$ + $
- $(+$ ≈ 0.0141

然后由递推式可得

!3∗ = 0.0143, !6∗ = 0.0161, !-∗ = 0.0181, !&∗ = 0.0208, !:∗ = 0.0243

!;∗ = 0.0293, !=∗ = 0.0368, !*∗ = 0.0494, !$∗ = 0.0751

可见此时算法误差可控，误差没有递增.
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思考：分析此算法误差

定义：在计算过程中，若误差不增长或能有效控制，

则称该算法是稳定的，否则为不稳定的。

（既然误差不可避免，那么算法的稳定性十分重要！）

思考：如何编程计算？
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Ch1_ex9.m



定义：如果输入数据的微小扰动（误差）会引起计算结果的很大变化，

则称该问题是病态的，否则就是良态的。

例10 求解线性方程组 !" + $% = 1
$" + % = 0

解：当 $ = 1时，无解. 当 $ ≠ 1时，解为 " = *
*+,- , % = − ,

*+,- .

当 $ ≈ 0.9990时， " ≈ 500.25，

若扰动 5$ ≈ 0.9996， 5" ≈ 555.81 = 500.25 + 88. 89

故当 $ ≈ 1时，$的微小扰动可能会引起解的很大变化（病态）
23

3.2问题的性态

思考：若 $远离1呢？



若一元函数 ! " 可微，则

#$ ! "∗
#$("∗)

= ! " − ! "∗
!(") ÷ " − "∗

" ≈ "!, "
! " ≜ ./,

称 ./为 ! " 的条件数，它是判断 ! " 是否病态的重要依据.

./越大，将引起函数值的相对误差越大.
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3.3一元函数的条件数

如： ! " = "1， ./ = 212345
23 = 6，若 6 = 10，取 " = 1, "∗ = 1.02,

则 ! 1 = 1, ! 1.02 ≈ 1.24，自变量相对误差：2%，函数值相对误差：24%

病态！
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注记：1.病态与否是问题本身固有的性质，与数值算法无关！

2.一般 !" ≥ 10就是病态问题， !"越大病态越严重！

3.对于病态问题，算法选择尤为重要！



1、避免两个相近的数相减

2、避免绝对值很小的数做分母

3、避免大数“吃掉”小数

4、减少误差积累
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四、避免误差危害的若干原则



例11求 !" − 16! + 1 = 0的最小根.

解：方法一：! = 8 − 63 ≈ 8 − 7.94 = 0.06（1位有效数字）

方法二：! = 8 − 63 = 0
12 34 ≈

0
05.67 ≈ 0.0627（3位有效数字）

例12计算 9 = 10:(1 − cos 2?).

解：方法一：9 ≈ 10: 1 − 0.9994 = 6×104（1位有效数字）

方法二：9 = 10: ⋅ 2 ⋅ sin 1? " ≈ 6.13×104（3位有效数字）
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4.1避免两个相近的数相减

注记：相近两数相减会损失有效数字！



1. # + % − # = %
# + % + #

2. 1 − cos # = 2 sin. #2 （当 #靠近 0时）

3. 1 # − 1 #∗ = 13 #∗ # − #∗ + 1
33 #∗
2! # − #∗ . + ⋯（当 1 # ≈ 1 #∗ 时）
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常用避免技巧

注记：若无法改变算式，则

计算机上采用双倍字长运算！



1、可能出现溢出情形 (超出计算机所能表示的范围)

2、可能放大误差

3、避免技巧

!
" = $%& '(%& )（当 " 很小时）
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4.2 避免绝对值很小的数做分母



例13 计算 !"#$!"%#&!"#
!"%# .

例14 计算 10) + 1 + 2 + 3 +⋯+ 10.
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4.3避免大数“吃掉”小数

更改：
!"#&!"#$!"%#

!"%#

答案：1 输出：0

答案：100000055 输出：10)

更改：1 + 2 + 3 +⋯+ 10 + 10)

注记：先同数量级相加，再从小到大相加！



例15 计算 ln 2 .

解： 方法一：利用

将 % = 1代入，并分别取前 (项求和，可得
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4.4 减少误差积累

ln(1 + %) = % − 12%
- + 13%

/ − 14%
1 +⋯+ −1 345

( %3 +⋯

( 1 5 10 20 50 100

63 1 0.783 0.646 0.669 0.683 0.688

|63 − ln 2 | 3.1e-1 9.0e-2 4.8e-2 2.4e-2 9.9e-3 5.0e-3

思考：如何编程计算？



Ch1_ex15.m



方法二：利用

将 ! = #
$代入，并分别取前 %项求和，可得
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ln 1 + !
1 − ! = 2 ! + 13!

$ +⋯+ 1
2% − 1!

./0# +⋯

% 1 3 5 10

1/ 0.667 0.693 0.693 0.693

|1/ − ln 2 | 2.6e-2 1.4e-4 1.1e-6 1.0e-11

注记：选择合适算法，减少四则运算次数！



例16 已知 ! " = $% + $'" + $("( +⋯$*"*，计算 ! 2 .

解： 方法一：直接计算.需要 , ,-.
/ 次乘法和 ,次加法.

方法二：

仅需要 ,次乘法和 ,次加法.运算量和误差累计均减少！

34

! " = $% + "($' + "($( + "($1 + "(⋯" $*2' + $*" ⋯ ))))

（公元1208－1268）

注记：选择合适算法，减少四则运算次数！

思考：如何编程实现？
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五、算法设计引入：以直代曲与化整为零

“割之弥细，所失弥少，
割之又割，以至于不可割，

则与圆周合体而无所失矣”

——刘徽（魏晋）

计算圆周率 !
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曲边梯形面积和⟹" = $
%

&
'()) +)

思考：如何编程实现？
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统计的方法计算

（1）计算

（2）在 ! = #, % ×[0,)]上均匀投点 +, - = 1,2,⋯ ,1 ，

用1个点中落入2的百分比 34估计 5，从而 6

7 = 8
9

:
; < =<，< ∈ #, % ，; < ∈ [0,)]

7 ≈ @7 = 5̂ B(!)

; <



小结
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误差

绝对误差（限） 相对误差（限）

有效数字

算法稳定性 问题病态性

条件数

避免误差危害的原则



习题与资料见Canvas课程网页
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