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刘可伋

上海财经⼤学 数学学院

——正交多项式



𝜑! , 𝜑" = $
#

$
𝜌 𝑥 𝜑! 𝑥 𝜑" 𝑥 𝑑𝑥 = ( 0, 𝑗 ≠ 𝑘

𝐴" > 0, 𝑗 = 𝑘

定义：已知 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 ∈ C[𝑎, 𝑏]，𝜌(𝑥)是 𝑎, 𝑏 上的权函数，若

称 𝑓 𝑥 与 𝑔 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上带权 𝜌 𝑥 正交.

定义：已知 𝜑! 𝑥 , 𝜑" 𝑥 ,⋯ , 𝜑# 𝑥 ,⋯ ∈ C 𝑎, 𝑏 ，𝜌(𝑥)是 𝑎, 𝑏 上的权函数，若
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一、函数正交

称 𝜑$ 𝑥 是 𝑎, 𝑏 上带权 𝜌 𝑥 的正交函数族. 注记：𝐴! ≡ 1，称标准正交函数族

𝑓, 𝑔 = 1
%

&
𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 0



例1 三角函数族

1， cos 𝑥， sin 𝑥， cos 2𝑥， sin 2𝑥，⋯

是 −𝜋, 𝜋 上带权 𝜌 𝑥 = 1的正交函数族.

证明：
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1,1 = &
"#

#
1𝑑𝑥 = 2𝜋

1, cos𝑚𝑥 = &
"#

#
1 ⋅ cos𝑚𝑥 𝑑𝑥 = 0 1, sin𝑚𝑥 = &

"#

#
1 ⋅ sin𝑚𝑥 𝑑𝑥 = 0

cos 𝑛𝑥 , cos𝑚𝑥 = &
"#

#
1 ⋅ cos 𝑛𝑥 cos𝑚𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋𝛿$%

sin 𝑛𝑥 , sin𝑚𝑥 = &
"#

#
1 ⋅ sin 𝑛𝑥 sin𝑚𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋𝛿$%

cos 𝑛𝑥 , sin𝑚𝑥 = &
"#

#
1 ⋅ cos 𝑛𝑥 sin𝑚𝑥 𝑑𝑥 = 0



定义：设 𝜑$ 𝑥 是首项系数𝑎$ ≠ 0的𝑘次多项式，𝜌 𝑥 是 𝑎, 𝑏 上的权函数，若

𝜑', 𝜑( = 1
%

&
𝜌 𝑥 𝜑' 𝑥 𝜑( 𝑥 𝑑𝑥 = 6

0, 𝑖 ≠ 𝑗
𝐴' > 0, 𝑖 = 𝑗

称 𝜑$ 𝑥 $)!
* 是 𝑎, 𝑏 上带权 𝜌 𝑥 的 𝑘次正交多项式.

性质1：设 𝜑$ 𝑥 $)!
* 是 𝑎, 𝑏 上带权 𝜌 𝑥 的正交多项式，𝐻#为次数不超过 𝑛

的多项式组成的线性空间，则

𝜑! 𝑥 , 𝜑" 𝑥 ,⋯ , 𝜑# 𝑥

构成 𝐻#的一组基.
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二、正交多项式

思考：

1.如何构造正交多项式族？
2.为什么构成一组基？



性质2：设 𝜑$ 𝑥 $)!
* 是 𝑎, 𝑏 上带权 𝜌 𝑥 的正交多项式，对 ∀𝑃 𝑥 ∈ 𝐻#+"

𝑃 𝑥 , 𝜑# 𝑥 = 1
%

&
𝜌 𝑥 𝑃 𝑥 𝜑# 𝑥 𝑑𝑥 = 0

即 𝜑#与所有次数小于 𝑛的多项式正交.

性质3：设 𝜑$ 𝑥 $)!
* 是 𝑎, 𝑏 上带权 𝜌 𝑥 的正交多项式，且首项系数均为1，

𝜑#," 𝑥 = 𝑥 − 𝛼# 𝜑# 𝑥 − 𝛽#𝜑#+" 𝑥 ，𝑛 = 0,1,⋯

其中
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𝜑%& 𝑥 = 0，𝜑' 𝑥 = 1，𝛼( =
𝑥𝜑( 𝑥 , 𝜑( 𝑥
𝜑( 𝑥 , 𝜑( 𝑥

，𝛽( =
𝜑( 𝑥 , 𝜑( 𝑥

𝜑(%& 𝑥 , 𝜑(%& 𝑥

首项系数为1的正交多项式都满足



性质4：设 𝜑$ 𝑥 $)!
* 是 𝑎, 𝑏 上带权 𝜌 𝑥 的正交多项式，则 𝜑#(𝑥)在 𝑎, 𝑏

内 𝑛个不同零点.
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证明：若 𝜑! 𝑥 在 𝑎, 𝑏 内的零点都是偶重，则 𝜑! 𝑥 在 𝑎, 𝑏 不变号，但

𝜑! 𝑥 , 𝜑" 𝑥 = '
#

$
𝜌 𝑥 𝜑! 𝑥 𝜑"(𝑥)𝑑𝑥 = 0（矛盾！）

设𝑎 < 𝑥% < ⋯ < 𝑥& < 𝑏为𝜑! 𝑥 在 𝑎, 𝑏 内的奇重零点，令𝑞 𝑥 = 𝑥 − 𝑥% ⋯(𝑥 − 𝑥&)，

则 𝜑! 𝑥 𝑞 𝑥 不变号，因

𝜑! 𝑥 , 𝑞 𝑥 = '
#

$
𝜌 𝑥 𝜑! 𝑥 𝑞 𝑥 𝑑𝑥 ≠ 0 若𝑙 < 𝑛则与正交性矛盾！

故 𝑙 = 𝑛.



在 −1, 1 上带权 𝜌 𝑥 = 1的正交多项式称为勒让德多项式，记为：

𝑃! 𝑥 = 1，𝑃# 𝑥 =
1

2#𝑛!
d#

d𝑥#
𝑥- − 1 #，𝑛 = 1, 2,⋯

𝑃# 𝑥 首项 𝑥#系数为：
2𝑛 2𝑛 − 1 ⋯(𝑛 + 1)

2#𝑛!
=

2𝑛 !
2# 𝑛! -

令 G𝑃# 𝑥 =
𝑛!
2𝑛 !

d#

d𝑥#
𝑥- − 1 #，则 G𝑃# 𝑥 是首项系数为 1的勒让德多项式
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2.1   Legendre（勒让德）多项式

𝑃! 𝑥 = 1
"#$

!
𝑛 + 𝑘 !

𝑘! % 𝑛 − 𝑘 !
𝑥 − 1
2

"



（1）正交性：

（2）奇偶性：

故： 𝑃-# 𝑥 只含偶次幂， 𝑃-#," 𝑥 只含奇次幂
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𝑃#, 𝑃9 = 1
+"

"
𝑃# 𝑥 𝑃9 𝑥 𝑑𝑥 = H

0, 𝑚 ≠ 𝑛
2

2𝑛 + 1
,𝑚 = 𝑛

𝑃# −𝑥 = −1 #𝑃#(𝑥)

思考：如何证明



（3）递推式：

（4）𝑃# 𝑥 在 (−1,1)内有 𝑛个不同零点

① 𝑃# 𝑥 零点都在 (−1,1)内

② 𝑃# 𝑥 = 0的根都是实根
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𝑛 + 1 𝑃#," 𝑥 = 2𝑛 + 1 𝑥𝑃# 𝑥 − 𝑛𝑃#+" 𝑥 ，𝑛 = 1, 2,⋯

𝑃! 𝑥 = 1，𝑃" 𝑥 = 𝑥

思考：

1.如何证明
2.如何编程计算 𝑃(

提示：&
"&

&
𝑥𝑃$(𝑥)𝑃!(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎!&

"&

&
𝑃!'(𝑥)𝑑𝑥



𝑃' 𝑥 = 1

𝑃& 𝑥 = 𝑥

𝑃) 𝑥 =
3𝑥) − 1

2

𝑃* 𝑥 =
5𝑥* − 3𝑥

2

𝑃+ 𝑥 =
35𝑥+ − 30𝑥) + 3

8

𝑃, 𝑥 =
63𝑥, − 70𝑥* + 15𝑥

8
，⋯⋯
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Legendre.m



在 −1, 1 上带权 𝜌 𝑥 =
1

1 − 𝑥-
的正交多项式称为切比雪夫多项式，记为：

𝑇# 𝑥 = cos(𝑛 arccos 𝑥)，𝑛 = 1, 2,⋯

𝑇# 𝑥 首项 𝑥#系数为：2#+"，且 |𝑇# 𝑥 | ≤ 1

令 G𝑇# 𝑥 =
𝑇#
2#+"

，则 G𝑇# 𝑥 是首项系数为 1的切比雪夫多项式
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2.2   Chebyshev（切比雪夫）多项式



（1）正交性：

（2）奇偶性：

故： 𝑇-# 𝑥 只含偶次幂， 𝑇-#," 𝑥 只含奇次幂
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𝑇#, 𝑇9 = 1
+"

" 𝑇# 𝑥 𝑇9 𝑥
1 − 𝑥-

𝑑𝑥 =

0, 𝑚 ≠ 𝑛
𝜋, 𝑚 = 𝑛 = 0
𝜋
2
, 𝑚 = 𝑛 ≠ 0

𝑇# −𝑥 = −1 #𝑇#(𝑥)

思考：如何证明



（3）递推式：

（4）𝑇# 𝑥 在 (−1,1)内 𝑛有个不同零点

① 𝑇# 𝑥 零点都在 (−1,1)内

② 𝑇# 𝑥 = 0的根都是实根

（5） 𝑇# 𝑥 在 (−1,1)内 𝑛 + 1有个不同极值点
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𝑇#," 𝑥 = 2𝑥𝑇# 𝑥 − 𝑇#+" 𝑥 ，𝑛 = 1, 2,⋯

𝑇! 𝑥 = 1，𝑇" 𝑥 = 𝑥

思考：

1.如何证明
2.如何编程计算 𝑇(

𝑥$ = cos
2𝑘 − 1
2𝑛

𝜋

𝑥$ = cos
𝑘𝜋
𝑛



𝑇! 𝑥 = 1

𝑇" 𝑥 = 𝑥

𝑇- 𝑥 = 2𝑥- − 1

𝑇: 𝑥 = 4𝑥: − 3𝑥

𝑇; 𝑥 = 8𝑥; − 8𝑥- + 1

𝑇< 𝑥 = 16𝑥< − 20𝑥: + 5𝑥

⋯⋯
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Chebyshev.m



定理：记 X𝐻#为全部首项系数为 1的 𝑛次多项式集，则

1
2#+"

= max
=∈[+","]

| G𝑇#(𝑥)| ≤ max
=∈ +","

𝑃 𝑥 ，∀𝑃 𝑥 ∈ X𝐻#

等价描述：

G𝑇# 𝑥 * ≤ 𝑃 𝑥 *，∀𝑃 𝑥 ∈ X𝐻#

即 G𝑇# 𝑥 在 X𝐻#中无穷范数最小： G𝑇# 𝑥 = min
B = ∈ CD!

𝑃 𝑥 *
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2.3   首项系数为 1的 Chebyshev多项式

注记：设 𝑃$ 𝑥 ∈ 𝐻$且首项系数 𝑎$ ≠ 0，
则 𝑃$ 𝑥 在 −1,1 上的 𝑛 − 1次最佳一致逼近多项式：𝑃$ 𝑥 − 𝑎$ =𝑇$ 𝑥



例2 求 𝑓 𝑥 = 2𝑥: + 𝑥- + 2𝑥 − 1在 −1,1 上的二次最佳一致逼近多项式.

解：设 𝑃 𝑥 是 𝑓 𝑥 在 −1,1 上的 𝑛 − 1次最佳一致逼近多项式，则
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𝑃 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑎: G𝑇:(𝑥)

= 2𝑥: + 𝑥- + 2𝑥 − 1 − 2 𝑥: −
3
4𝑥

= 𝑥- +
7
2
𝑥 − 1

思考：如何计算 𝑛次多项式 𝑎, 𝑏 上的 𝑛 − 1次最佳一致逼近多项式



插值多项式的余项（误差）：

𝑅( 𝑥 =
𝑓 (-& 𝜉.
𝑛 + 1 ! 𝜔(-&(𝑥) ≤

𝑀(-&

𝑛 + 1 ! 𝜔(-& 𝑥

所以

𝑅( / ≤
𝑀(-&

𝑛 + 1 ! 𝜔(-& 𝑥 /

定理：设 𝑓 𝑥 ∈ 𝐶(-&[−1,1]，若插值节点 𝑥', 𝑥&, ⋯ , 𝑥(为 𝑇(-&的 𝑛 + 1个零点，则
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2.4   Chebyshev多项式零点插值

𝑓 𝑥 − 𝐿( / = 𝑅( / ≤
𝑀(-&

𝑛 + 1 ! 𝜔(-& 𝑥 / =
𝑀(-&

2( 𝑛 + 1 !

注记：Chebyshev多项式零点插值，总体插值误差最小！



若 𝑓 𝑥 定义在 𝑎, 𝑏 上，则其 Chebyshev零点插值：

（1）变量替换：𝑥 =
𝑏 − 𝑎
2 𝑡 +

𝑏 + 𝑎
2

（2）插值节点：𝑥$ =
𝑏 − 𝑎
2

cos
2𝑘 + 1
2 𝑛 + 1

𝜋 +
𝑏 + 𝑎
2
，𝑘 = 0 1, 2,⋯ , 𝑛

插值整体误差：
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𝑅( / ≤
𝑏 − 𝑎 (-&

2(-&
𝑀(-&

2( 𝑛 + 1 !



例3 求 𝑓 𝑥 = 𝑒=在 0,1 上的四次 Chebyshev插值多项式并估计误差.

解：插值节点为 𝑥$ =
1
2
cos

2𝑘 + 1
2(4 + 1)

𝜋 +
1
2
，𝑘 = 0,1,⋯ , 4
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𝐿; 𝑥 ≈ 0.06849𝑥; + 0.1418𝑥: + 0.5090𝑥- + 0.9989𝑥 + 1.0

误差： max
=∈[!,"]

𝑓 𝑥 − 𝐿; 𝑥 ≤
1

2; 4 + 1 ! ⋅
1

2;," ⋅ max=∈[!,"]
𝑓 < 𝑥

=
1

2E ⋅ 5!
max
=∈[!,"]

𝑒= ≈ 4.4×10+<



例4 求 𝑓 𝑥 =
1

1 + 𝑥-
，插值区间 −5, 5 ，分别用等距节点和 Chebyshev零点

作10次插值多项式，并作图比较.
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Ch3_ex4.m



在 −1, 1 上带权 𝜌 𝑥 = 1 − 𝑥-的正交多项式，记为：

𝑈# 𝑥 =
sin 𝑛 + 1 arccos 𝑥

1 − 𝑥-
，𝑛 = 0, 1, 2, …
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2.5   第二类 Chebyshev多项式

正交性： 𝑈#, 𝑈9 = 1
+"

"
1 − 𝑥-𝑇# 𝑥 𝑇9(𝑥)𝑑𝑥 = H

0, 𝑚 ≠ 𝑛
𝜋
2
, 𝑚 = 𝑛

递推：𝑈#," 𝑥 = 2𝑥𝑈# 𝑥 − 𝑈#+" 𝑥
𝑈! = 1，𝑈" = 2𝑥



在 0,+∞ 上带权 𝜌 𝑥 = 𝑒+=的正交多项式，记为：

𝐿# 𝑥 = 𝑒=
d#

d𝑥#
(𝑥#𝑒+=)，𝑛 = 0, 1, 2, …
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2.6   Laguerre（拉盖尔）多项式

正交性： 𝐿#, 𝐿9 = 1
!

,*
𝑒+= 𝐿# 𝑥 𝐿9(𝑥)𝑑𝑥 = 6

0, 𝑚 ≠ 𝑛
𝑛! -, 𝑚 = 𝑛

递推：𝐿#," 𝑥 = 2𝑛 + 1 − 𝑥 𝐿# 𝑥 − 𝑛-𝐿#+" 𝑥
𝐿! = 1，𝐿" = 1 − 𝑥



在 −∞,+∞ 上带权 𝜌 𝑥 = 𝑒+=" 的正交多项式，记为：

𝐻# 𝑥 = −1 #𝑒="
d#

d𝑥#
(𝑒+=")，𝑛 = 0, 1, 2, …
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2.7   Hermite（埃尔米特）多项式

正交性： 𝐻#, 𝐻9 = 1
+*

,*
𝑒+=" 𝐻# 𝑥 𝐻9(𝑥)𝑑𝑥 = 6

0, 𝑚 ≠ 𝑛
2#𝑛! 𝑥, 𝑚 = 𝑛

递推：𝐻#," 𝑥 = 2𝑥𝐻# 𝑥 − 2𝑛𝐻#+" 𝑥

𝐻! = 1，𝐻" = 2𝑥



小结
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正交多项式
及其性质

Legendre多项式

正交性

奇偶性

递推式

零点

Chebyshev多项式

零点与最佳一致逼近



习题与编程题见课程网页：
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