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摘　要:矩阵运算是高性能计算中核心问题之一,矩阵分解

是提高矩阵运算并行性的重要途径,飞速发展的 FPGA 为

并行运算结构提供了有力的环境支持.该文基于子矩阵更

新同一化算法实现了Cholesky分解,基于 FPGA 设计了相

应的并行结构.实验结果表明:与通用处理器的软件实现

相比,本文实现的Cholesky分解的FPGA 并行结果在核心

计算性能上可以取得１０倍以上的加速比,该算法针对矩阵

三角化计算过程具有更高的数据和流水并行性.
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当前,对高性能矩阵三角化分解的研究主要从

通用计算[１]、脉动阵列[２]和 FPGA 实现[３]３个方向

开展.在高性能通用计算领域内,从计算特征及应

用领域考虑,对矩阵三角化分解的研究主要在基于

单指令流多数据流(SIMD)或多指令流多数据流

(MIMD)的 向 量 机、共 享 存 储 的 多 处 理 机 等 技

术[４１０]的并行计算机体系结构上开展.一些研究项

目在单处理器以及通用计算图形处理器(GPGPU)
上也有良好的表现.该领域的研究通过向程序设计

者提供具有标准接口和较好移植性的数值计算模

块,以在目标体系结构上实现算法的高性能计算.
许多高层编程语义数值计算库如基于 C＋ ＋ 的

cvmlib、英特尔数学核心函数库(IntelMKL)和矩阵

计算模板库(matrixtemplatelibrary,MTL)等则通

过调用１个或若干基础数值计算子程序库来实现.
在业界已有的研究成果中,以BLAS、LAPACK 和

LINPACK等[１１１２]为代表的一系列数值线性代数软

件包最具有代表性.使用线性或二维脉动阵列机实

现三角化分解的研究集中在２０世纪８０年代和９０
年代初,往往针对某些特定科学工程领域的应用.
该结构是 VLSI设计中一种经典体系结构,通过消

除阵列中的广播路径实现三角化分解中流水并行的

最大化,往往占用较大的片上面积,产生较大的功

耗.近年来,更多的研究者在固定面积的FPGA上

设计具有较高性能的矩阵三角化分解并行结构.归

纳起来,这些设计分别选择从单个处理单元(proＧ
cessingelement,PE)设计、存储层次设计、阵列结

构设计等方面开展优化,实现FPGA矩阵三角化分

解的研究以及针对软件数值线性代数软件包的FPＧ
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GA设计[１３１５].从实现结构角度来说,它们大多是

针对某种具体矩阵分解的一维线性阵列及二维多边

形阵列以不同并行算法加以实现[１６].这些设计在

科学及工程应用领域已经得到广泛应用.但是,对

FPGA矩阵三角化分解的研究仍有可提升的空间.
从矩阵计算类属的角度考虑,专用的矩阵分解并行

算法及阵列结构很难直接复用到其他矩阵分解的实

现中,而以通用化为设计目标的结构则在计算性能

上无法与专用阵列结构相比.此外,已有的一些矩

阵分解细粒度并行算法往往需要对算法本身进行较

大的改动,通过增加硬件操作原语来实现算法指令

级的并行[１７１８].在设计一类具有共同计算特征的

矩阵分解应用中,对计算过程和算法本身细粒度并

行的分析和优化成为提高计算阵列性能的关键.矩

阵三角化分解过程中均含有三角化计算,这一数值

计算过程同样具有规律性较强的数据排列与流动特

征,非常适合进行较细粒度的 FPGA 并行优化

设计.
本文针对矩阵三角化分解中共有的三角化计

算迭代过程,通过分析其中子矩阵更新过程的线性

规律,提出一种具有一般性的子矩阵更新同一化并

行算法,进而提出基于该算法的计算复杂度较低的

矩阵三角化分解并行结构,针对 Cholesky矩阵三

角化分解在并行结构上的高性能实现及优化方法开

展研究.

１　研究背景

本文提到的矩阵和向量均在实数范围内,矩阵

皆为方阵.
单个矩阵的三角化分解将矩阵A 分解为正交

矩阵与三角矩阵之积,或分解为一个上三角矩阵与

一个下三角矩阵之积.三角化过程可以总结为:给

定n×p(p≤n)维的矩阵X,根据式(１)求n×n维

的非奇异矩阵M 以及p×p维的上三角矩阵R.

MX ＝
R
０

é

ë
êê

ù

û
úú． (１)

　　关于子矩阵更新同一化算法请参考文[１９].

２　Cholesky分解及FPGA并行结构设计

Cholesky分解将n×n维对称正定矩阵A(其中

元素为aij,１≤i,j≤n)分解成A＝LLT的形式,L
(其中元素为lij,１≤j≤i≤n)为对角线元素为正数

的下三角矩阵.L与LT如式(２)所示.

L＝
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l２１ l２２ 􀆺 ０ 􀆺 ０
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　　L可以通过式(３)和(４)求得.

lij ＝
aij/ljj, i＞j＝１;

aij －∑
j－１

k＝１
likljk( ) ljj,i＞j＞１;

ì

î

í

ïï

ïï
(３)

lii ＝ aii－∑
i－１

k＝１
l２
ik． (４)

　　将 Cholesky分解的执行过程由计算L 的过程

转化为计算LT的等价过程(简称LTＧSC).从矩阵

几何特征的角度,LTＧSC将更新矩阵求解下三角矩

阵过程变为求解上三角矩阵过程,如图１所示,其

中“×”为无关项.

图１　LTＧSC的计算过程

因此,LTＧSC基于列k的１次子矩阵更新亦可

以表示为式(５)和(６).

LT
(１,１)＝
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A′＝

a１１ a１２ a１３ a１４
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　　引入置换矩阵P,令:

P＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
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　　则LTＧSC的求解过程亦可以表示为式(８)的计

算过程.LTＧSC每一步骤的计算对象均为上三角

矩阵,因此每完成１次矩阵更新,有效上三角矩阵

的维数减１.

A(t)＝P(T１,１A(t－１))P, ０＜t≤n;

A(０)＝A．{ (８)

　　将Z 看成更新后的A,zij为更新后的aij.设:

z(t)
i－１,j－１ ＝g(t)(i,j,k)＝z(t－１)

i,j －(z(t－１)
i,１ /z(t－１)

１,１ )z(t－１)
１,j ,

１＜i,j≤n,１≤k≤n且０＜t≤n,Z(０)＝Z.
则使用子矩阵同一化并行算法后,子矩阵的更新过

程可以表示为式(９).

A(１)
３×３ ＝

g(１)(２,２,１) g(１)(２,３,１) g(１)(２,４,１) ×
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　　LTＧSC的计算依赖图如图２所示.在该依赖

图中,以k轴的正方向为时间维度,有:a(t)
i,j依赖于

a(t)
i＋１,j＋１,０＜j≤i≤n.即只更新除去右端边界列的

子三角矩阵,且a(t)
１,１始终为下一次子矩阵更新计算

的主元.根据LTＧSC的计算依赖图构建的阵列结

构与时空图如图３所示.将子矩阵更新趟间依赖映

射为连结斜上方邻接 PE 单元的输出边.为首行

PE单元(a１,２,a１,３,􀆺,a１,n)增加旁路边(ai,j＝aj,i),
以获取子矩阵行更新行变换关键向量计算的数据并

行.对应的LTＧSC并行结构 PE 的配置和LTＧSC
总体并行结构分别如图４和５所示.

图２　LTＧSC的计算依赖图

图３　LTＧSC的阵列结构与计算时空图
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图４　LTＧSC并行结构PE的配置

图５　LTＧSC总体并行结构

３　实验结果

本文提出的设计采用 VHDL语言实现.使用

MentorGraphicModelsimv６．５仿真验证工具进行

仿真后在 XilinxISE１１．１工具中完成综合,并给

出资源占用结果;对设计的性能进行估计与分析;
最后将设计加载到 FPGA上进行实际运行与功能

验 证. 所 使 用 的 FPGA 分 别 为 xc５vlx３３０t和

xc５vlx１１０t.　

３．１　FPGA资源占用

本文涉及的浮点计算如加法、减法、乘法、除法

以及开平方等均使用开源算术浮点库libhdlfltp的

单精度流水浮点计算部件实现,遵照IEEE７５４标

准的浮点数格式.
表１给出LTＧSC并行结构中PE单元的综合结

果,包括 BcPEＧ１、IcPE、BcPEＧ２和rPE等４种 PE
单元的资源使用和最大频率.可以看到,因内部没

有配置浮点运算部件,rPE的资源占用非常少.
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表１　LTＧSC并行结构中PE单元的综合结果

单元
寄存器
个数

查找
表个数

查找表
触发器
个数

DSP４８E
个数

最大
频率

/MHz

BcPEＧ１ １１５６ １２１２ １２２８ ０ １８８．５６

IcPE ３３８ ８４７ ８６８ ２ １６９．２１

BcPEＧ２ ２０３４ １９４２ ２０５４ ０ １５０．７６

rPE ３４ ４０ ４２ ０ ５５０．０１

３．２　性能比较

用于比较的台式计算机配置为主频２．３３GHz
英特尔酷睿２处理器、４GB主存及CentOS５．５操

作系统.C语言编译器为gcc４．３,优化选项设为

O２.图６给出LTＧSC阵列并行结构与通用处理器

上软件实现相比所获得的加速比和最大频率随矩阵

规模(阵列规模)增加的变化.可以看到,在各个矩

阵规模上的计算中LTＧSC阵列并行结构均可以取

得１０倍以上的加速比,即使最大频率在降低,加速

比也随着矩阵规模的增加逐步提升.需要指出的

是,将矩阵规模从１０×１０维增加到１８×１８维过程

中,随着IcPE数量的大量增加,FPGA上的DSP４８E
Slice资源全部消耗,故最大频率迅速下降.而矩阵

规模接近３２×３２维时,随着 FPGA 上 LUTFlipＧ
Floppairs资源的耗尽,最大频率大幅度下降.

图６　LTＧSC阵列并行结构与通用处理器软件实现的加速比和

最大频率随矩阵规模增加的变化

４　结　论

本文基于子矩阵更新同一化算法,针对 CholＧ
esky分解的求解特征,提出以求解矩阵L的转置阵

LT的LTＧSC算法,并在分析LTＧSC线性代数特征

的基础上,给出了LTＧSC的并行结构实现方案.在

并行结构的具体实现中,采用FPGA协处理器浮点

数学库libhdlfltp支持阵列 PE 的浮点流水运算.
理论分析表明,该算法针对矩阵三角化计算过程具

有更高的数据并行性与流水并行性;实验结果表

明,针对Cholesky分解,基于LTＧSC算法在FPGA
上的实现在核心计算性能上优于在通用处理器上的

软件实现,可达到１０倍以上的加速比.但作为实

际运行硬件的可重构计算验证平台中的通信开销所

占据整体运行时间比例过大,已经成为整体计算加

速的瓶颈,下一步应加以改进.
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