
第四章 

1.给定求积节点𝑥! =
"
#
, 𝑥" =

$
#
, 试推出计算积分∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥"

! 的插值型求积公式，并

写出它的截断误差。 

答案： 

𝐴! = * 𝑙!(𝑥)𝑑𝑥
"

!
= *

𝑥 − 34
𝑥! − 𝑥"

𝑑𝑥
"

!
= * −

1
2
(4𝑥 − 3)𝑑𝑥 =

"

!

1
2 

𝐴" = * 𝑙!(𝑥)𝑑𝑥
"

!
= *

𝑥 − 14
𝑥" − 𝑥!

𝑑𝑥
"

!
= * −

1
2
(4𝑥 − 1)𝑑𝑥 =

"

!

1
2 

故求积公式为 

* 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
"

!
≈
1
2 [𝑓 3

1
44 + 𝑓 3

3
44] 

若𝑓′′(𝑥)在[0,1]上存在，则该求积公式的截断误差为 

𝑅(𝑓) = * 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
"

!
−
1
2 :𝑓 3

1
44 + 𝑓 3

3
44; = *

1
2𝑓

%%(ξ) 3x −
1
44 3x −

3
44 𝑑𝑥

"

!
,	

其中ξ ∈ (0,1)并依赖于𝑥.	
2.确定下列求积公式中的待定参数，使其代数精度尽量高，并指明相应的代数精

度 

* 𝑓(𝑥)
&

'&
𝑑𝑥 ≈ 𝐴'"𝑓(−ℎ) + 𝐴!𝑓(0) + 𝐴"𝑓(ℎ), 

* 𝑓(𝑥)
&

!
𝑑𝑥 ≈

ℎ
2 B𝑓

(0) + 𝑓(ℎ)C + 𝑎ℎ((𝑓%(0) − 𝑓′(ℎ)) 

答案： 
（1） 
将𝑓(𝑥) = 1, 𝑥, 𝑥(分别代入公式得到 

𝐴'" + 𝐴! + 𝐴" = 2ℎ 
−ℎ𝐴'" + ℎ𝐴" = 0 

ℎ(𝐴'" + ℎ(𝐴" =
2
3ℎ

$ 

解得 

𝐴'" = 𝐴" =
ℎ
3 , 𝐴! =

4ℎ
3 , 

所求公式至少具有 2次代数精度，又因为 



* 𝑥$
&

'&
𝑑𝑥 =

ℎ
3 (−ℎ)

$ +
ℎ
3 ℎ

$, 

* 𝑥#
&

'&
𝑑𝑥 ≠

ℎ
3 (−ℎ)

# +
ℎ
3 ℎ

#, 

所以	

* 𝑓(𝑥)
&

'&
𝑑𝑥 ≈

ℎ
3 𝑓
(−ℎ) +

4ℎ
3 𝑓(0) +

ℎ
3 𝑓
(ℎ) 

具有 3次代数精度 

（2） 
将𝑓(𝑥) = 1, 𝑥, 𝑥(分别代入公式得到 

* 1
&

!
𝑑𝑥 =

ℎ
2
(1 + 1) + 0,* 𝑥

&

!
𝑑𝑥 =

ℎ
2
(1 + ℎ) + 𝑎ℎ((1 − 1), 

* 𝑥(
&

!
𝑑𝑥 =

ℎ
2
(1 + ℎ() + 𝑎ℎ((2 × 0 − 2ℎ), 

解得 

𝑎 =
1
12 

所求公式至少具有 2次代数精度，又因为 

* 𝑥$
&

!
𝑑𝑥 =

ℎ
2
(0 + ℎ$) +

ℎ(

12 (0 − 3ℎ
(), 

* 𝑥#
&

!
𝑑𝑥 ≠

ℎ
2
(0 + ℎ#) +

ℎ(

12 (0 − 4ℎ
$), 

所以	

* 𝑓(𝑥)
&

!
𝑑𝑥 ≈

ℎ
2 B𝑓

(0) + 𝑓(ℎ)C +
1
12ℎ

((𝑓%(0) − 𝑓′(ℎ)) 

具有 3次代数精度 

 
 

3.确定数值微分公式的截断误差表达式 

𝑓′(𝑥!) ≈
1
2ℎ [4𝑓

(𝑥! + ℎ) − 3𝑓(𝑥!) − 𝑓(𝑥! + 2ℎ)]	 

答案： 
对于上述𝑓(𝑥)，记𝑥) = 𝑥! + 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,1,2其二次插值多项式为 



𝑃((𝑥) =
(𝑥 − 𝑥")(𝑥 − 𝑥()
(𝑥! − 𝑥")(𝑥! − 𝑥()

𝑓(𝑥!) 

+
(𝑥 − 𝑥!)(𝑥 − 𝑥()
(𝑥" − 𝑥!)(𝑥" − 𝑥()

𝑓(𝑥") +
(𝑥 − 𝑥")(𝑥 − 𝑥!)
(𝑥( − 𝑥!)(𝑥( − 𝑥!)

𝑓(𝑥() 

所以 

𝑓(𝑥) = 𝑃((𝑥) +
𝑓‘’‘(𝜉)

3！
(𝑥 − 𝑥!)(𝑥 − 𝑥")(𝑥 − 𝑥() 

= 𝑃((𝑥) +
𝑓‘’‘(𝜉)
3! 𝜔$(𝑥), 𝜉 ∈ (𝑥!, 𝑥() 

求导得 

𝑓′(𝑥) = 𝑃(%(𝑥) +
𝑓‘’‘(𝜉)
3! 𝜔$% (𝑥) +

𝑑𝑓‘’‘(𝜉)
3! 𝑑𝑥 𝜔$(𝑥) 

代入𝑥 = 𝑥!， 

𝑓′(𝑥!) = 𝑃(%(𝑥!) +
𝑓‘’‘(𝜉)
3! 𝜔$% (𝑥!) 

=
1
2ℎ
[4𝑓(𝑥! + ℎ) − 3𝑓(𝑥!) − 𝑓(𝑥! + 2ℎ)] +

𝑓‘’‘(𝜉)
3! ℎ( 

得到其截断误差为 
𝑓‘’‘(𝜉)
3! ℎ(，	𝜉 ∈ (𝑥!, 𝑥! + 2ℎ) 

 
4.试构造高斯型求积公式 

*
1
√𝑥

"

!
𝑑𝑥 ≈ 𝐴!𝑓(𝑥!) + 𝐴"𝑓(𝑥") 

答案： 
将𝑓(𝑥) = 1, 𝑥, 𝑥(, 𝑥$分别代入公式得到 

𝐴! + 𝐴" = 2 

𝐴!𝑥! + 𝐴"𝑥" =
2
3 

𝐴!𝑥!( + 𝐴"𝑥"( =
2
5 

𝐴!𝑥!$ + 𝐴"𝑥"$ =
2
7 

解得 

𝑥! =
1
7Q3 − 2

R6
5T , 𝑥! =

1
7Q3 + 2

R6
5T, 



𝐴! = 1 +
1
3
R5
6 , 𝐴" = 1 −

1
3
R5
6, 

解得求积公式为 

*
1
√𝑥

"

!
𝑑𝑥 ≈ Q1 +

1
3
R5
6T𝑓U

1
7Q3 − 2

R6
5TV + (1 −

1
3
R5
6)𝑓U

1
7Q3 + 2

R6
5TV 

 


