
第二章 插值法

刘可伋

上海财经⼤学 数学学院

——Hermite与分段低次插值



一、问题引入

问题：Newton插值失败，分段线性插值无法保证光滑性，怎么办？
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实际中(如机翼设计)，不仅要函数值相等：

𝑃 𝑥! = 𝑓 𝑥! (𝑖 = 0,1,2,⋯ , 𝑛)

而且要若干阶导数也相等：

𝑃(#) 𝑥! = 𝑓(#) 𝑥! (𝑖 = 0,1,2,⋯ , 𝑛, 𝑘 = 1,2,⋯ ,𝑚)

满足以上条件的插值多项式 𝑃 𝑥 为 Hermite 插值多项式.
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二、重节点差商与 Taylor插值
定理：设 𝑓 ∈ 𝐶% 𝑎, 𝑏 ， 𝑥&, 𝑥', ⋯ , 𝑥%为 [𝑎, 𝑏]上的相异节点，则 𝑓 𝑥&, 𝑥', ⋯ , 𝑥%
是其变量的连续函数.

由此可得

𝑓 𝑥&, 𝑥& = lim
(!→("

𝑓[𝑥&, 𝑥'] = lim
(!→("

𝑓 𝑥' − 𝑓 𝑥&
𝑥' − 𝑥&

= 𝑓′(𝑥&)

类似的，

𝑓 𝑥&, 𝑥&, 𝑥& = lim(!→("
(#→("

𝑓[𝑥&, 𝑥', 𝑥*] =
1
2!
𝑓′′(𝑥&)

𝑓 𝑥&, 𝑥&, ⋯ , 𝑥& = lim
($→("

𝑓[𝑥&, 𝑥', ⋯ , 𝑥%] =
1
𝑛!
𝑓(%)(𝑥&)

3



Taylor插值
在Newton插值中，

𝑁% 𝑥 = 𝑓 𝑥& + 𝑓 𝑥&, 𝑥' 𝑥 − 𝑥& +⋯+ 𝑓 𝑥&, 𝑥', ⋯ , 𝑥% 𝜔% 𝑥

令 𝑥! → 𝑥&, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛，得

𝑁% 𝑥 = 𝑓 𝑥& + 𝑓+ 𝑥& 𝑥 − 𝑥& +⋯+
𝑓 % 𝑥&

𝑛!
𝑥 − 𝑥& % ≔ 𝑇%(𝑥)

称 𝑇% 𝑥 为 Taylor插值多项式，其余项为

𝑅% 𝑥 =
𝑓 %,' 𝜉(
𝑛 + 1 !

𝑥 − 𝑥& %,'，𝜉( ∈ 𝑎, 𝑏

注记：Taylor插值即为节点𝑥!处的𝑛次Hermite插值！
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三、两种典型的 Hermite插值
1. 三点三次 Hermite插值

插值节点：𝑥&, 𝑥', 𝑥*

插值条件：① 𝑃 𝑥! = 𝑓 𝑥! , 𝑖 = 0,1,2；② 𝑃′(𝑥') = 𝑓′(𝑥')

2. 两点三次 Hermite插值

插值节点：𝑥&, 𝑥'

插值条件：对 𝑖 = 0, 1有① 𝑃 𝑥! = 𝑓 𝑥! ；② 𝑃′(𝑥!) = 𝑓′(𝑥!)

注记：𝑚 + 1个插值条件(函数值和导数值)⟹次数不超过𝑚次的 Hermite多项式
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3.1 三点三次 Hermite插值

插值节点：𝑥&, 𝑥', 𝑥*

插值条件：① 𝐻 𝑥! = 𝑓 𝑥! , 𝑖 = 0,1,2；② 𝐻′(𝑥') = 𝑓′(𝑥')

由①②可设 𝐻 𝑥 := 𝑓 𝑥& + 𝑓 𝑥&, 𝑥' 𝑥 − 𝑥& + 𝑓 𝑥&, 𝑥', 𝑥* 𝑥 − 𝑥& 𝑥 − 𝑥'

+ 𝐴(𝑥 − 𝑥&)(𝑥 − 𝑥')(𝑥 − 𝑥*)

由②可得

𝐴 =
𝑓+ 𝑥' − 𝑓 𝑥&, 𝑥' − 𝑓 𝑥&, 𝑥', 𝑥* 𝑥' − 𝑥&

(𝑥' − 𝑥&)(𝑥' − 𝑥*)
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余项

因为 𝑥&, 𝑥', 𝑥*是 𝑅 𝑥 的零点，且 𝑥'是二重零点，所以

𝑅 𝑥 := 𝑓 𝑥 − 𝐻 𝑥 = 𝐾 𝑥 𝑥 − 𝑥& 𝑥 − 𝑥' * 𝑥 − 𝑥*

与 Lagrange 插值余项推导类似，利用罗尔定理，可得

𝑅 𝑥 =
𝑓 - 𝜉(
4!

𝑥 − 𝑥& 𝑥 − 𝑥' * 𝑥 − 𝑥*

其中 𝜉(位于 𝑥&, 𝑥', 𝑥*, 𝑥界定范围内.
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例8 已知函数 𝑓 𝑥 = 𝑥
%
# 在节点

'
- , 1,

.
- 的函数值，以及节点 1 处的导数值，

试给出三点三次Hermite插值多项式及其余项.
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𝑥" 𝑓(𝑥") 一阶 二阶

1/4 1/8

1 1 7/6

9/4 27/8 19/10 11/30

思考：如何编程实现？

𝐻# 1 = 𝑓# 1 =
3
2

可得：𝐻 𝑥 = −
14
225 𝑥

$ +
263
450 𝑥

% +
233
450 𝑥 −

1
25

𝑅 𝑥 =
𝑓 & 𝜉'
4! 𝑥 −

1
4 𝑥 − 1 % 𝑥 −

9
4 =

9𝜉'
()%

384 𝑥 −
1
4 𝑥 − 1 % 𝑥 −

9
4 ，𝜉' ∈

1
4 ,
9
4

解：首先算出差商如右表，那么结合



3.2 两点三次 Hermite插值

插值节点：𝑥&, 𝑥'

插值条件：对 𝑖 = 0, 1有① 𝐻 𝑥! = 𝑓 𝑥! = 𝑦!；② 𝐻+ 𝑥! = 𝑓+ 𝑥! = 𝑚!

采用基函数方法，令

𝐻 𝑥 = 𝑦&𝛼& 𝑥 + 𝑦'𝛼' 𝑥 +𝑚&𝛽& 𝑥 +𝑚'𝛽' 𝑥

其中 𝛼& 𝑥 , 𝛼' 𝑥 , 𝛽& 𝑥 , 𝛽' 𝑥 均为 3 次多项式，且满足

L
𝛼/ 𝑥! = 𝛿/!，𝛼/+ 𝑥! = 0,
𝛽/ 𝑥! = 0，𝛽/+ 𝑥! = 𝛿/!,

(𝑖, 𝑗 = 0,1)， 𝛿/! = L
1，𝑖 = 𝑗
0，𝑖 ≠ j
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𝛼& 𝑥 ：已知 𝛼& 𝑥& = 1, 𝛼&+ 𝑥& = 0, 𝛼& 𝑥' = 0, 𝛼&+ 𝑥' = 0

（1）由 𝛼& 𝑥' = 0, 𝛼&+ 𝑥' = 0，可设

𝛼& 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏
𝑥 − 𝑥'
𝑥& − 𝑥'

*

（2）由 𝛼& 𝑥& = 1, 𝛼&+ 𝑥& = 0，可得

𝑎 =
2

𝑥' − 𝑥&
, 𝑏 = 1 −

2𝑥&
𝑥' − 𝑥&

所以

𝛼& 𝑥 = 1 + 2
𝑥 − 𝑥&
𝑥' − 𝑥&

𝑥 − 𝑥'
𝑥& − 𝑥'

*
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类似的，

𝛼* 𝑥 = 1 + 2
𝑥 − 𝑥*
𝑥! − 𝑥*

𝑥 − 𝑥!
𝑥* − 𝑥!

%
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𝛽* 𝑥 = 𝑥 − 𝑥*
𝑥 − 𝑥!
𝑥* − 𝑥!

%

𝛽! 𝑥 = 𝑥 − 𝑥!
𝑥 − 𝑥*
𝑥! − 𝑥*

%

𝐻 𝑥 = 𝑦! 1 + 2
𝑥 − 𝑥!
𝑥* − 𝑥!

𝑥 − 𝑥*
𝑥! − 𝑥*

%
+ 𝑦* 1 + 2

𝑥 − 𝑥*
𝑥! − 𝑥*

𝑥 − 𝑥!
𝑥* − 𝑥!

%

+𝑚! 𝑥 − 𝑥!
𝑥 − 𝑥*
𝑥! − 𝑥*

%
+𝑚* 𝑥 − 𝑥*

𝑥 − 𝑥!
𝑥* − 𝑥!

%



余项

𝑅 𝑥 =
𝑓 - 𝜉(
4!

𝑥 − 𝑥& * 𝑥 − 𝑥' *

其中 𝜉( ∈ min 𝑥&, 𝑥' ，max 𝑥&, 𝑥'
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思考：如何编程实现？



四、分段低次插值
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已知函数 𝑓 𝑥 =
1

1 + 𝑥*
，在插值区间 [�5,5]取等距节点，画 𝐿% 𝑥 的图像.

注记：

1. 𝑛 → +∞时，𝐿! 𝑥 不一定收敛于 𝑓 𝑥

2. 高次多项式插值不稳定，实际中很少使用！



Runge（龙格）证明了，存在一个常数 𝒄 ≈ 𝟑. 𝟔𝟑，

当 𝑥 ≤ 𝒄时， lim
(→)*

𝐿( 𝑥 = 𝑓 𝑥

当 𝑥 > 𝑐时， 𝐿( 𝑥 发散
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思考：如何解决该问题？



解决方法：分段低次多项式来逼近函数 𝑓 𝑥 .

常用的分段低次插值：

1. 分段线性插值

——每个小区间上用线性多项式逼近 𝑓 𝑥

2. 分段三次Hermite插值

——每个小区间上用三次Hermite多项式逼近 𝑓 𝑥

3. 三次样条插值

——插值多项式在整个插值区间上二阶连续可导，且近似 𝑓 𝑥

15

基本思想：分段低次多项式代替单个多项式来逼近 𝑓 𝑥



4.1 分段线性插值

已知 𝑎 ≤ 𝑥& < 𝑥' < ⋯ < 𝑥% ≤ 𝑏是 𝑎, 𝑏 上的互异节点，且 𝑦! = 𝑓 𝑥! ,

𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛.记

ℎ# = 𝑥#,' − 𝑥#，ℎ = max
#

ℎ#

求分段函数 𝐼0 𝑥 满足：

① 𝐼0 𝑥 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]

② 𝐼0 𝑥# = 𝑦#，𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛

③ 𝐼0 𝑥 在 𝑥#, 𝑥#,' 为线性函数（一次多项式）
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思想：通过折线段逼近 𝑓 𝑥



𝐼0 𝑥 在 𝑥#, 𝑥#,' 的表达式：

𝐼0# 𝑥 = 𝑦#
𝑥 − 𝑥#,'
𝑥# − 𝑥#,'

+ 𝑦#,'
𝑥 − 𝑥#

𝑥#,' − 𝑥#
，𝑥 ∈ 𝑥#, 𝑥#,' ，𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛 − 1

所有 𝐼0# 𝑥 合起来为 𝐼0 𝑥 .

余项（误差估计）：
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注记：𝐼+ 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上一致收敛到 𝑓 𝑥 ，但节点处不光滑！

所有 𝑥, , 𝑥,-* 中误差最大值 ( Lagrange插值余项)

𝑅 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝐼" 𝑥 ≤ 𝑛 max
#$%$!&'

𝑓(( 𝜉)!
2!

𝑥 − 𝑥% 𝑥 − 𝑥%*' ≤ 𝑛
𝑀+

8
ℎ+

𝑀! = max
"∈[%,']

|𝑓(!)(𝑥)|

ℎ = max
+,-,./0

|𝑥-10 − 𝑥-|



4.2 分段三次 Hermite插值
已知 𝑎 ≤ 𝑥& < 𝑥' < ⋯ < 𝑥% ≤ 𝑏是 𝑎, 𝑏 上的互异节点，且

𝑦# = 𝑓 𝑥# , 𝑚# = 𝑓+ 𝑥# , 𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛

求分段函数 𝐼0 𝑥 满足：

① 𝐼0 𝑥 ∈ 𝐶'[𝑎, 𝑏]

② 𝐼0 𝑥# = 𝑦#，𝐼0+ 𝑥# = 𝑚#，𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛

③ 𝐼0 𝑥 在 𝑥#, 𝑥#,' 为三次多项式
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思想： 𝑥, , 𝑥,-* 采用两点三次Hermite插值



𝐼0 𝑥 在 𝑥#, 𝑥#,' 的表达式：
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注记：𝐼+ 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上一致收敛到 𝑓 𝑥 ，且比线性插值快一倍！

所有 𝑥%, 𝑥%*' 中误差最大值 (Hermite插值余项)

𝑅 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝐼+ 𝑥 ≤ 𝑛 max
!:,:;(*

𝑓 & 𝜉'!
4! 𝑥 − 𝑥, % 𝑥 − 𝑥,-* % ≤ 𝑛

𝑀&

384ℎ
&

余项（误差估计）：

𝐼+, 𝑥 = 𝑦, 1 + 2
𝑥 − 𝑥,
𝑥,-* − 𝑥,

𝑥 − 𝑥,-*
𝑥, − 𝑥,-*

%
+ 𝑦,-* 1 + 2

𝑥 − 𝑥,-*
𝑥, − 𝑥,-*

𝑥 − 𝑥,
𝑥,-* − 𝑥,

%

+𝑚, 𝑥 − 𝑥,
𝑥 − 𝑥,-*
𝑥, − 𝑥,-*

%
+𝑚,-* 𝑥 − 𝑥,-*

𝑥 − 𝑥,
𝑥,-* − 𝑥,

%𝑥 ∈ 𝑥" , 𝑥"#$
𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛 − 1

𝑀2 = max
"∈[%,']

|𝑓(2)(𝑥)|

ℎ = max
+,-,./0

|𝑥-10 − 𝑥-|
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例9 已知 𝑓 𝑥 =
1

1 + 𝑥*
，在 [�5,5]取11个等距节点，画出分段线性插值和

分段三次 Hermite插值图像，并与 𝑓 𝑥 图像比较.

Ch2_ex9.m



4.3 三次样条插值
若要求插值函数有更高的光滑性，如：机翼设计、跑车外形设计等

给定 𝑥&, 𝑥', ⋯ , 𝑥% ∈ 𝑎, 𝑏 ，且 𝑓 𝑥# = 𝑦#，𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛，使得

① 𝑆 𝑥 ∈ 𝐶*[𝑎, 𝑏]

② 𝑆 𝑥# = 𝑦#，𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛

③ 𝑆 𝑥 在 𝑥#, 𝑥#,' 为三次多项式

满足①,③：𝑆 𝑥 为 𝑥&, 𝑥', ⋯ , 𝑥%上的三次样条函数

满足①-③：𝑆 𝑥 为 𝑓 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上的三次样条插值函数
21

样

条



𝑆 𝑥 在 𝑥#, 𝑥#,' 𝑘 = 0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1 上的分段函数 𝑠# 𝑥 满足：

22

(1) 𝑆 𝑥# = 𝑦#: 𝑠# 𝑥# = 𝑦#, 𝑠# 𝑥#,' = 𝑦#,', 𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛 − 1

(2) 𝑆 𝑥 ∈ 𝐶* 𝑎, 𝑏 : 𝑠#;'′ 𝑥#; = 𝑠#+ 𝑥#, , 𝑠#;'′′ 𝑥#; = 𝑠#′′(𝑥#,), 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛 − 1

𝑠# 𝑥 为三次多项式，有 4个待定系数，则 𝑆 𝑥 有 4𝑛个待定系数.

(1)有 2𝑛个方程， (2)有 2(𝑛 − 1)个方程，共 4𝑛 − 2个方程，但缺 𝟐个方程！

端点处的边界条件！



边界条件

1. 第一类边界条件（给定端点处一阶导数值）：

𝑆+ 𝑥&, = 𝑓&+，𝑆+ 𝑥%; = 𝑓%+

2. 第二类边界条件（给定端点处二阶导数值）：

𝑆′+ 𝑥&, = 𝑓&++，𝑆+′ 𝑥%; = 𝑓%++

3. 第三类边界条件（ 𝑓 𝑥 以 𝒙𝒏 − 𝒙𝟎为周期）：

𝑆 𝑥& = 𝑆 𝑥% ，𝑆+ 𝑥&, = 𝑆′(𝑥%;)，𝑆++ 𝑥&, = 𝑆′′(𝑥%;)
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自然边界条件：

𝑆′( 𝑥#* = 𝑆′( 𝑥!& = 0
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设 𝑆++ 𝑥# = 𝑀# 𝑘 = 0,⋯ , 𝑛 ，因 𝑠#++ 𝑥 为线性函数，则

𝑠#++ 𝑥 =
𝑥#,' − 𝑥

ℎ#
𝑀# +

𝑥 − 𝑥#
ℎ#

𝑀#,', ℎ# = 𝑥#,' − 𝑥#

两边积分两次，可得

𝑠# 𝑥 =
𝑥#,' − 𝑥 >

6ℎ#
𝑀# +

𝑥 − 𝑥# >

6ℎ#
𝑀#,' + 𝑐'𝑥 + 𝑐*

𝑠% 𝑥 =
𝑥%*' − 𝑥 ,

6ℎ%
𝑀% +

𝑥 − 𝑥% ,

6ℎ%
𝑀%*' + 𝑦% −

𝑀%ℎ%+

6
𝑥%*' − 𝑥

ℎ%
+ 𝑦%*' −

𝑀%*'ℎ%+

6
𝑥 − 𝑥%
ℎ%

将条件(1)：𝑠# 𝑥# = 𝑦#，𝑠# 𝑥#,' = 𝑦#,' 代入上式， 思考：求𝑀#，𝑀#,'？

𝑆 𝑥 的构造



𝑀!，𝑀!"#的计算

因为 𝑠,# (𝑥) = −
𝑥,-* − 𝑥 %

2ℎ,
𝑀, +

𝑥 − 𝑥, %

2ℎ,
𝑀,-* +

𝑦,-* − 𝑦,
ℎ,

−
ℎ,
6 𝑀,-* −𝑀,

所以 𝑠,# 𝑥,- = −
ℎ,
3 𝑀, −

ℎ,
6 𝑀,-* +

𝑦,-* − 𝑦,
ℎ,

条件(2)：𝑠,(*′ 𝑥,( = 𝑠,# 𝑥,-

可得
ℎ,(*
6 𝑀,(* +

ℎ,(* + ℎ,
3 𝑀, +

ℎ,
6 𝑀,-* =

𝑦,-* − 𝑦,
ℎ,

−
𝑦, − 𝑦,(*
ℎ,(*

即

ℎ,(*
ℎ,(* + ℎ,

𝑀,(* + 2𝑀, +
ℎ,

ℎ,(* + ℎ,
𝑀,-* = 6𝑓[𝑥,(*, 𝑥, , 𝑥,-*]
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𝜇0 𝜆0 𝑑0



因此，

𝜇#𝑀#;' + 2𝑀# + 𝜆#𝑀#,' = 𝑑#, 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛 − 1

以上 𝑛 − 1个方程，结合 2个边界条件，可求𝑀&, 𝑀', ⋯ ,𝑀%

1.第一类边界条件：

𝑆+ 𝑥&, = 𝑓&+，𝑆+ 𝑥%; = 𝑓%+，即 𝑠&+ 𝑥&, = 𝑓&+，𝑠%;'+ 𝑥%; = 𝑓%+
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思考：𝑠#;'′′ 𝑥#; = 𝑠#++ 𝑥#, 没用到？
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𝜇. = 1，𝑑. = 6 𝑓.3 −
𝑦. − 𝑦./0
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/ℎ./0



2.第二类边界条件：

𝑆++ 𝑥&, = 𝑓&++，𝑆++ 𝑥%; = 𝑓%++，即𝑀& = 𝑓&++，𝑀% = 𝑓%++
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2 𝜆1
𝜇2 2 𝜆2

⋱ ⋱
𝜇(32

⋱
2

𝜇(31
𝜆(32
2

𝑀1
𝑀2
⋮

𝑀(32
𝑀(31

=

𝑑1 − 𝜇1𝑓4′′
𝑑2
⋮

𝑑(32
𝑑(31 − 𝜆(31𝑓(′′



3.第三类边界条件：

𝑆+ 𝑥&, = 𝑆′(𝑥%;)，𝑆++ 𝑥&, = 𝑆′′(𝑥%;)
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2 𝜆1 𝜇1
𝜇2 2 𝜆2

𝜆(

⋱ ⋱
𝜇(31

⋱
2
𝜇(

𝜆(31
2

𝑀1
𝑀2
⋮

𝑀(31
𝑀(

=

𝑑1
𝑑2
⋮

𝑑(31
𝑑(

所以𝑀& = 𝑀%，𝜆%𝑀' + 𝜇%𝑀%;' + 2𝑀% = 𝑑%

ℎ%
ℎ% + ℎ&'$

ℎ&'$
ℎ% + ℎ&'$

6
𝑓 𝑥%, 𝑥$ − 𝑓 𝑥&'$, 𝑥&

ℎ% + ℎ&'$



注记：

1.三种情况的线性方程组的解均存在唯一（为什么？）

2.线性方程组称为三弯矩方程

（工程中二阶导数称为弯矩）



余项（误差估计）

定理：设 𝑓 𝑥 ∈ 𝐶- 𝑎, 𝑏 ，𝑆(𝑥)为三次样条插值函数，则有

max
CD(DE

|𝑓 𝑥 − 𝑆(𝑥)| ≤
5
384

max
CD(DE

𝑓 - 𝑥 ℎ-

max
CD(DE

|𝑓′ 𝑥 − 𝑆′(𝑥)| ≤
1
24

max
CD(DE

𝑓 - 𝑥 ℎ>

max
CD(DE

|𝑓′′ 𝑥 − 𝑆′′(𝑥)| ≤
3
8
max
CD(DE

𝑓 - 𝑥 ℎ*

其中 ℎ = max
#F&,',⋯,%;'

𝑥#,' − 𝑥# .
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注记： 𝑆(;) 𝑥 一致收敛于 𝑓(;)(𝑥)，𝑛 = 0,1,2
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例10 𝑓 𝑥 定义在 27.7,30 上，其插值节点与函数值如下，试求三次样条

多项式 𝑆 𝑥 逼近 𝑓 𝑥 ，并且 𝑆+ 27.7 = 3.0, 𝑆+ 30 = −4.0.

Ch2_ex10.m

𝑥 27.7 28 29 30

𝑓(𝑥) 4.1 4.3 4.1 3.0



小结

32

光滑多项式插值

Taylor、三点三次、两点三次 分段线性、分段三次Hermite、三次样条

插值余项

Hermite插值 分段低次插值



习题与资料见Canvas课程网页
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