
第三章 函数逼近

刘可伋

上海财经⼤学 数学学院

——最佳平方逼近与曲线拟合



定义：已知 𝑓 𝑥 ∈ C[𝑎, 𝑏]，线性无关的 𝜑! 𝑥 , 𝜑" 𝑥 ,⋯ , 𝜑# 𝑥 ∈ C 𝑎, 𝑏 ，令

Φ = span{𝜑! 𝑥 , 𝜑" 𝑥 ,⋯ , 𝜑# 𝑥 }

如果

𝑓 𝑥 − 𝑆∗ 𝑥 %
% = min

& ' ∈)
𝑓 𝑥 − 𝑆 𝑥 %

%

称 𝑆∗ 𝑥 为 𝑓 𝑥 在Φ中的最佳平方逼近，其中

𝑓 𝑥 − 𝑆 𝑥 %
% = 8

*

+
𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 − 𝑆 𝑥

%
𝑑𝑥
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一、最佳平方逼近



对 ∀𝑆 𝑥 ∈ Φ，可设

𝑆 𝑥 = 𝑎!𝜑! 𝑥 + 𝑎"𝜑" 𝑥 +⋯+ 𝑎#𝜑#(𝑥)

则“计算 𝑆∗ 𝑥 ”等价于“求如下多元函数的最小值点”：

𝐼 𝑎!, 𝑎", ⋯ , 𝑎# = &
*

+
𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 −+

,-!

#

𝑎,𝜑, 𝑥

%

𝑑𝑥

即求

𝜕𝐼
𝜕𝑎.

= 0，𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛
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1.1 如何计算最佳平方逼近



法方程：

(𝜑!, 𝜑!) (𝜑!, 𝜑")
(𝜑", 𝜑!) (𝜑", 𝜑")

⋯ (𝜑!, 𝜑#)
(𝜑", 𝜑#)

⋮ ⋱ ⋮
(𝜑#, 𝜑!) (𝜑#, 𝜑") ⋯ (𝜑#, 𝜑#)

𝑎!
𝑎"
⋮
𝑎#

=

𝑑!
𝑑"
⋮
𝑑#

，记：𝐺𝑎 = 𝑑

那么

𝜕𝐼
𝜕𝑎.

= −28
*

+
𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 −I

,-!

#

𝑎,𝜑, 𝑥 𝜑. 𝑥 𝑑𝑥 = 0

所以

I
,-!

#

𝑎, 𝜑., 𝜑, = 𝜑., 𝑓
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注记： 𝑓 − 𝑆∗, 𝜑. = 0



设解为 𝑎!∗ , 𝑎"∗, ⋯ , 𝑎#∗，并令 𝑆∗ 𝑥 = 𝑎!∗𝜑! + 𝑎"∗𝜑" +⋯+ 𝑎#∗𝜑#

定理：𝑆∗ 𝑥 为 𝑓 𝑥 在Φ中唯一的最佳平方逼近函数，且逼近误差为
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1.2 最佳平方逼近的存在唯一性
法方程存在唯一解 det 𝐺 ≠ 0 𝜑!, 𝜑", ⋯ , 𝜑# 线性无关

𝛿 𝑥 %
% = 𝑓 𝑥 − 𝑆∗ 𝑥 %

% = 𝑓 𝑥 %
% −I

,-!

#

𝑎,∗ 𝜑,, 𝑓

提示： 𝑓 − 𝑆∗, 𝜑. = 0



若 𝑎, 𝑏 = 0,1 ，𝜌 𝑥 = 1，取 𝐻#的一组基：1, 𝑥, 𝑥%, ⋯ , 𝑥#，则法方程为
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1
1
2

1
2

1
3

⋯

1
𝑛
1

𝑛 + 1
⋮ ⋱ ⋮

1
𝑛

1
𝑛 + 1

⋯
1
2𝑛

𝑎!
𝑎"
⋮
𝑎#

=

𝑑!
𝑑"
⋮
𝑑#

，记：𝐻𝑎 = 𝑑

注记：𝐻称为 Hilbert矩阵，严重病态，

该方法只适合求低次最佳平方逼近



例1 求 𝑓 𝑥 = 1 + 𝑥%在[0,1]上的一次最佳平方逼近多项式，并计算误差.

解：

6

𝑑! = 𝜑!, 𝑓 = &
!

"
1 + 𝑥# 𝑑𝑥 ≈ 1.147，𝑑" = 𝜑", 𝑓 = &

!

"
𝑥 1 + 𝑥# 𝑑𝑥 ≈ 0.609

1
1
2

1
2

1
3

𝑎!
𝑎" = 𝑑!

𝑑"
，𝑎! ≈ 0.934，𝑎" ≈ 0.426，𝑆"∗(𝑥) = 0.934 + 0.426𝑥

𝛿 𝑥 #
# = 𝑓 𝑥 #

# −3
$%!

&

𝑎$∗ 𝜑$ , 𝑓 ≈ 0.0026， 𝛿 ( = max
)∈ !,"

1 + 𝑥# − 𝑆"∗ ≈ 0.066



若 𝜑! 𝑥 , 𝜑" 𝑥 ,⋯ , 𝜑# 𝑥 正交，则法方程的解为

𝑎.∗ =
𝜑., 𝑓
𝜑., 𝜑.

，𝑘 = 0,1,2,⋯

那么 𝑆∗ 𝑥 =
𝜑!, 𝑓
𝜑!, 𝜑!

𝜑! 𝑥 +
𝜑", 𝑓
𝜑", 𝜑"

𝜑" 𝑥 +⋯+
𝜑#, 𝑓
𝜑#, 𝜑#

𝜑#(𝑥)

误差： 𝛿 𝑥 %
% = 𝑓 𝑥 %

% −I
.-!

#
𝜑., 𝑓 %

𝜑., 𝜑.
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1.3 正交函数族的最佳平方逼近

I
.-!

#
𝜑., 𝑓 %

𝜑., 𝜑.
≤ 𝑓 𝑥 %

%

Bessel不等式



设 𝜑! 𝑥 , 𝜑" 𝑥 ,⋯ , 𝜑# 𝑥 是正交函数族，则称

𝑎!∗𝜑! 𝑥 + 𝑎"∗𝜑" 𝑥 + 𝑎%∗𝜑% 𝑥 ⋯

为 𝑓 𝑥 的广义 Fourier级数，其中

𝑎.∗ =
𝜑., 𝑓
𝜑., 𝜑.

为广义 Fourier系数.
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1.4 广义 Fourier级数



定理：设 𝜑! 𝑥 , 𝜑" 𝑥 ,⋯ , 𝜑# 𝑥 是正交多项式族，则

lim
#→0

𝑓 𝑥 − 𝑆#∗ 𝑥 % = 0

其中 𝑆#∗ 𝑥 为 𝑓 𝑥 的 𝑛次最佳平方逼近多项式，即

𝑆#∗ 𝑥 =
𝜑!, 𝑓
𝜑!, 𝜑!

𝜑! 𝑥 +
𝜑", 𝑓
𝜑", 𝜑"

𝜑" 𝑥 +⋯+
𝜑#, 𝑓
𝜑#, 𝜑#

𝜑#(𝑥)
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设 𝑓 𝑥 ∈ C −1,1 ，𝜌 𝑥 = 1，则 𝑓 𝑥 的 𝑛次最佳平方逼近多项式为

𝑆#∗ = 𝑎!∗𝑃! 𝑥 + 𝑎"∗𝑃" 𝑥 +⋯+ 𝑎#∗𝑃# 𝑥

其中

𝑎.∗ =
𝑃., 𝑓
𝑃., 𝑃.

=
2𝑘 + 1
2

8
1"

"
𝑃. 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

误差： 𝛿 𝑥 %
% = 𝑓 𝑥 %

% −I
,-!

#
𝑃., 𝑓 %

𝑃., 𝑃.
= 8

1"

"
𝑓% 𝑥 𝑑𝑥 −I

.-!

#
2

2𝑘 + 1
𝑎.∗ %
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1.5 Legendre最佳平方逼近



定理：若 𝑓 𝑥 ∈ C% −1,1 ，则对 ∀𝑥 ∈ −1,1 ，∀𝜀 > 0，当 𝑛充分大时，

𝑓 𝑥 − 𝑆#∗ 𝑥 ≤
𝜀
𝑛

定理：首项系数为1的 𝒏次多项式中， X𝑃# 𝑥 在[-1,1]上与0的平方逼近误差最小

X𝑃# 𝑥 % = min
2∈34!,678 2 -#

𝑃 𝑥 %

其中 X𝑃# 𝑥 是首项系数为1的 𝑛次 Legendre多项式.
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提示：𝑄!(𝑥) = &𝑃! 𝑥 +)
"#$

!%&

𝑎" &𝑃" 𝑥



例2 求 𝑓 𝑥 = 𝑒'在 −1,1 上的三次最佳平方逼近多项式，并估计误差.

解：
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𝑃$, 𝑓 = -
%&

&
𝑒' 𝑑𝑥 ≈ 2.3504， 𝑃&, 𝑓 = -

%&

&
𝑥𝑒' 𝑑𝑥 ≈ 0.7358

𝑃(, 𝑓 = -
%&

&
(1.5𝑥( − 0.5)𝑒' 𝑑𝑥 ≈ 0.1431， 𝑃), 𝑓 = -

%&

&
(2.5𝑥) − 1.5𝑥)𝑒' 𝑑𝑥 ≈ 0.02013

𝑆9∗ 𝑥 ≈ 0.1761𝑥9 + 0.5367𝑥% + 0.9979𝑥 + 0.9963

𝛿 𝑥 #
# = &

,"

"
𝑒#) 𝑑𝑥 −3

-%!

.
2

2𝑘 + 1 𝑎-∗ # ≈ 0.0084， 𝛿 ( = max
)∈ ,","

𝑒) − 𝑆.∗ ≈ 0.0112



设 𝑓 𝑥 ∈ C 𝑎, 𝑏 ，𝜌 𝑥 = 1，则 𝑓 𝑥 的 𝑛次最佳平方逼近多项式为
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1.6 一般区间上的最佳平方逼近多项式

基本思想： 𝑎, 𝑏 ⟹ −1,1 ，则变量替换：𝑥 =
𝑏 − 𝑎
2 𝑡 +

𝑏 + 𝑎
2

𝑓(𝑥) ⟹ 𝑓
𝑏 − 𝑎
2 𝑡 +

𝑏 + 𝑎
2 ⟹ S∗(𝑡) ⟹ 𝑆∗

2𝑥 − 𝑎 − 𝑏
𝑏 − 𝑎



广义 Fourier级数中取 𝜑. = 𝑇. (𝑘 = 0,1,2⋯ )，可得 Chebyshev级数
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1.7 Chebyshev级数

𝐶∗ 𝑥 =
𝑎"∗

2
+0

#$%

&'

𝑎#∗𝑇# 𝑥

𝑎.∗ =
2
𝜋
8
1"

" 𝑇: 𝑥 𝑓(𝑥)
1 − 𝑥%

𝑑𝑥 =
2
𝜋
8
!

;
𝑓 cos 𝜃 cos 𝑘𝜃 𝑑𝜃



一致收敛性：若 𝒇<< 𝒙 在 −𝟏, 𝟏 上分段连续，则

𝑓 𝑥 = 𝐶∗(𝑥)

误差：

𝑓 𝑥 − 𝐶=∗ 𝑥 ≈ 𝑎=>"∗ 𝑇=>" 𝑥 ，𝐶=∗ (𝑥) =
𝑎!∗

2
+I
.-"

=

𝑎.∗𝑇. 𝑥

所以 𝐶=∗ 𝑥 可看作 𝑓 𝑥 在 −1,1 上的 𝒏次近似最佳一致逼近多项式.

15



问题：给定数据 𝑥?, 𝑦? ，𝑖 = 0,1,2,⋯ ,𝑚 ，其中 𝑦? = 𝑓 𝑥? ，寻找

𝑆∗ 𝑥 ∈ Φ = span{𝜑!(𝑥), 𝜑"(𝑥),⋯ , 𝜑#(𝑥)}

使得 𝑆∗ 𝑥 离 𝑓 𝑥 最近.

记 𝛿 𝑆 = 𝑆 𝑥! − 𝑦!, 𝑆 𝑥" − 𝑦", ⋯ , 𝑆 𝑥@ − 𝑦@ ，则“距离”为：
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二、曲线拟合与最小二乘法

𝛿 𝑆 #
# =3

/%!

0

𝑆 𝑥/ − 𝑦/ #𝛿 𝑆 " =3
/%!

0

𝑆 𝑥/ − 𝑦/ 𝛿 𝑆 ( = max
!1/10

𝑆 𝑥/ − 𝑦/

求解困难、复杂



“最近”：
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$
$%!

&

𝑆∗ 𝑥$ − 𝑦$ ( = min
)∈+

$
$%!

&

𝑆 𝑥$ − 𝑦$ (

曲线拟合的最小二乘法

$
$%!

&

𝜔$ 𝑆∗ 𝑥$ − 𝑦$ ( = min
)∈+

$
$%!

&

𝜔$ 𝑆 𝑥$ − 𝑦$ (

权系数



求 𝑆∗ 𝑥 等价于求下面的多元函数的最小值点：
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2.1 如何求解最小二乘拟合

𝜕𝐼
𝜕𝑎#

= 0，𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛最小值点

𝐼 𝑎", 𝑎%, ⋯ , 𝑎( =0
)$"

*

𝜔) 𝑆 𝑥) − 𝑦) + =0
)$"

*

𝜔) 0
,$"

(

𝑎,𝜑,(𝑥)) − 𝑦)

+



引入记号：

𝜑,, 𝜑. =I
?-!

@

𝜔?𝜑, 𝑥, 𝜑.(𝑥?)， 𝑓, 𝜑. =I
?-!

@

𝜔?𝑦?𝜑.(𝑥?)

最小值条件：
𝜕𝐼
𝜕𝑎.

= 0 ⟺I
,-!

#

𝜑,, 𝜑. 𝑎, = (𝑓, 𝜑.)
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法方程：

(𝜑!, 𝜑!) (𝜑!, 𝜑")
(𝜑", 𝜑!) (𝜑", 𝜑")

⋯ (𝜑!, 𝜑#)
(𝜑", 𝜑#)

⋮ ⋱ ⋮
(𝜑#, 𝜑!) (𝜑#, 𝜑") ⋯ (𝜑#, 𝜑#)

𝑎!
𝑎"
⋮
𝑎#

=

𝑑!
𝑑"
⋮
𝑑#

，记：𝐺𝑎 = 𝑑



Haar条件：𝜑!, 𝜑", ⋯ , 𝜑# ∈ C 𝑎, 𝑏 的任意（非零）线性组合在点集

𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥@ (𝑚 ≥ 𝑛)上至多有 𝑛个不同的零点.

定理：若 𝜑!, 𝜑", ⋯ , 𝜑#在 𝑥. .-!
@ 上满足 Haar条件，则 𝑮非奇异，最小二乘

法的解存在唯一.
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2.2最小二乘法的存在唯一性

法方程存在唯一解 det 𝐺 ≠ 0 𝜑!, 𝜑", ⋯ , 𝜑# 线性无关

注记：若取 𝜑. = 𝑥.，则 𝜑!, 𝜑", ⋯ , 𝜑#满足 Haar条件
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2.3 多项式最小二乘曲线拟合
取Φ = 𝐻# = span{1, 𝑥,⋯ , 𝑥#}，即 𝜑? = 𝑥?，则法方程为：

,
*#$

+

𝜔* ,
*#$

+

𝜔* 𝑥*

,
*#$

+

𝜔* 𝑥* ,
*#$

+

𝜔* 𝑥*(
⋯

,
*#$

+

𝜔* 𝑥*!

,
*#$

+

𝜔* 𝑥*!,&

⋮ ⋱ ⋮

,
*#$

+

𝜔* 𝑥*! ,
*#$

+

𝜔* 𝑥*!,& ⋯ ,
*#$

+

𝜔* 𝑥*(!

𝑎$
𝑎&
⋮
𝑎!

=

,
*#$

+

𝜔* 𝑓*

,
*#$

+

𝜔* 𝑥*𝑓*

⋮

,
*#$

+

𝜔* 𝑥*!𝑓*

𝑆∗ 𝑥 = ,
"#$

!

𝑎"∗𝑥"称为 𝑓 𝑥 的𝑛次最小二乘拟合多项式



例3 求以下数据的二次最小二乘拟合多项式

解：设 𝑃% 𝑥 = 𝑎! + 𝑎"𝑥 + 𝑎%𝑥%，则

5 2.5 1.875
2.5 1.875 1.5625
1.875 1.5625 1.3828

𝑎!
𝑎"
𝑎%

=
8.7680
5.4514
4.4015

，

𝑎! = 1.0051, 𝑎" = 0.8642, 𝑎% = 0.8437

𝑃% 𝑥 = 1.0051 + 0.8642𝑥 + 0.8437𝑥%

22

𝑥? 0 0.25 0.50 0.75 1.00
𝑓(𝑥?) 1.0000 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183

注记：该方法不适合 𝑛 较大的情形（病态） Ch3_4ex3.m



23

2.4 正交多项式的最小二乘曲线拟合

给定点集 𝑥? ?-!@ 以及各点的权系数 𝜔? ?-!@ ，若函数族 𝜑. .-!
# 满足

则称 𝜑. .-!
# 关于点集 𝑥? ?-!@ 带权 𝜔? ?-!@ 正交.

若 𝜑.是首项系数非零的 𝑘次多项式，则为离散正交多项式族.

𝜑., 𝜑, ≔I
?-!

@

𝜔?𝜑. 𝑥? 𝜑, 𝑥? = p0， 𝑘 ≠ 𝑗
𝐴. ≠ 0，𝑘 = 𝑗



设多项式 𝜑. .-!
# 关于点集 𝑥? ?-!@ 带权 𝜔? ?-!@ 正交，则 𝑓 𝑥 在 𝐻#中的最

小二乘拟合多项式为

𝑆∗ 𝑥 = 𝑎!∗𝜑! 𝑥 + 𝑎"∗𝜑" 𝑥 +⋯+ 𝑎#∗𝜑# 𝑥

其中 𝑎. = 𝜑., 𝑓 /(𝜑., 𝜑.)，𝑘 = 0,1,2,⋯ , 𝑛
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正交多项式族的构造方法：

u
𝜑! 𝑥 = 1
𝜑" 𝑥 = 𝑥 − 𝛼!

𝜑.>" 𝑥 = 𝑥 − 𝛼. 𝜑. 𝑥 − 𝛽.𝜑.1"(𝑥)

𝛼" =
𝑥𝜑", 𝜑"
𝜑", 𝜑"

，𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑛 − 1

𝛽" =
𝜑", 𝜑"

𝜑"%&, 𝜑"%&
，𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛 − 1

提示：归纳法证明 注记：𝑛可根据误差自适应变动，编程中仅需增加迭代次数即可

思考：如何编程？Ch3_orth_poly.m



例4 求以下数据的二次最小二乘拟合多项式

解：
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𝑥? 0 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.00
𝑓(𝑥?) 1.00 1.75 1.96 2.19 2.44 2.71 3.00

注记：MATLAB拟合函数 polyfit(x, y, n)，拟合工具箱
cftool Ch3_4ex4.m

𝜑$, 𝜑$ =,
*#$

.

1 = 7， 𝑓, 𝜑$ =,
*#$

.

𝑓(𝑥*) = 15.05， 𝑥𝜑$, 𝜑$ =,
*#$

.

𝑥* = 4.5

𝑎$ =
𝑓, 𝜑$
𝜑$, 𝜑$

≈ 2.15，𝛼$ =
𝑥𝜑$, 𝜑$
𝜑$, 𝜑$

≈ 0.64，𝜑& 𝑥 = 𝑥 − 0.64，𝜑( 𝑥 = 𝑥( − 0.98𝑥 + 0.12

𝑎$ ≈ 1，𝑃( 𝑥 = 𝑎$𝜑$ 𝑥 + 𝑎&𝜑& 𝑥 + 𝑎(𝜑( 𝑥 = 𝑥( + 𝑥 + 1



例5 用 𝑦 = 𝑎𝑒+'拟合以下数据

解：
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𝑥? 1 1.25 1.5 1.75 2
𝑓(𝑥?) 5.1 5.79 6.53 7.45 8.46

Ch3_4ex5.m

变量代换：𝑧 = ln 𝑦，则 𝑧 𝑥 = 𝑏𝑥 + ln 𝑎

思考：非线性拟合都

可转为线性拟合吗？
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2.5 其它非线性拟合方法

1. 三角函数拟合：𝑆 𝑥 = 𝑎 sin 𝑏𝑥

2. 对数拟合： 𝑆 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 ln 𝑥

3. 幂函数拟合： 𝑆 𝑥 = 𝑎𝑥L

4. 双曲拟合： "
)(M)

= 𝑎 + L
M



小结
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函数逼近

最佳平方逼近

最佳一致逼近

法方程

误差

MATLAB函数
及工具箱

曲线拟合



习题与编程题见课程网页：
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