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当 𝑛 ≥ 8时，Cotes系数出现负数，从而N-C公式不稳定！

若要提高计算精度怎么办？

（1）非等距节点

𝑓 𝑥 变化快的地方用密集节点，变化慢的地方用稀疏节点

（2）复合求积公式

①将积分区间划分为若干子区间（通常等分）

②在每个子区间上用低阶求积公式
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一、知识回顾



将 𝑎, 𝑏 分为 𝑛个小区间 𝑥!, 𝑥!"# （通常等分）， ℎ! = 𝑥!"# − 𝑥!，那么
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二、复合梯形公式

!
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = (

#$%

&'(

!
)!

)!"#
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ (

#$%

&'(
ℎ#
2 𝑓 𝑥# + 𝑓 𝑥#*(

𝑻𝒏 =
ℎ
2
𝑓 𝑎 + 2(

#$(

&'(

𝑓 𝑥# + 𝑓(𝑏) ，ℎ =
𝑏 − 𝑎
𝑛

等距节点复合梯形公式 注记：𝒏 + 𝟏个节点



一般节点的余项公式：
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2.1 余项公式

𝑅 𝑓 = −(
#$%

&'(
ℎ#,

12
𝑓-- 𝜉#

等距节点的余项公式

𝑅 𝑓 = −
ℎ,

12(
#$%

&'(

𝑓-- 𝜉# = −
𝑏 − 𝑎
12 ℎ.

1
𝑛(
#$%

&'(

𝑓-- 𝜉# = −
𝑏 − 𝑎
12 ℎ.𝑓′′(𝜂)

ℎ$ = 𝑥$%& − 𝑥$
𝜉$ ∈ 𝑥$ , 𝑥$%&

ℎ =
𝑏 − 𝑎
𝑛

𝜂 ∈ (𝑎, 𝑏)

注记：收敛且稳定



将 𝑎, 𝑏 分为 𝑛个小区间 𝑥!, 𝑥!"# （通常等分）， ℎ! = 𝑥!"# − 𝑥!，那么
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三、复合 Simpson公式

!
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = (

#$%

&'(

!
)!

)!"#
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ (

#$%

&'(
ℎ#
6
𝑓 𝑥# + 4𝑓 𝑥#*(/. + 𝑓 𝑥#*(

𝑺𝒏 =
ℎ
6 𝑓 𝑎 + 4(

#$%

&'(

𝑓 𝑥#*(/. + 2(
#$(

&'(

𝑓 𝑥# + 𝑓 𝑏 ，ℎ =
𝑏 − 𝑎
𝑛

等距节点复合Simpson公式 注记：𝟐𝒏 + 𝟏个节点



一般节点的余项公式：
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3.1 余项公式

𝑅 𝑓 = −(
#$%

&'(
ℎ#0

2880
𝑓(2) 𝜉#

等距节点的余项公式

𝑅 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎 ℎ2

2880
1
𝑛
(
#$%

&'(

𝑓 2 𝜉# = −
𝑏 − 𝑎 ℎ2

2880
𝑓(2)(𝜂)

ℎ$ = 𝑥$%& − 𝑥$
𝜉$ ∈ 𝑥$ , 𝑥$%&

ℎ =
𝑏 − 𝑎
𝑛

𝜂 ∈ (𝑎, 𝑏)

注记：收敛且稳定



例1 设 𝑓 𝑥 =
sin 𝑥
𝑥 ，利用以下数据，分别用复合梯形公式与复合辛普森

公式计算3
1

#
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥，并估计误差.

解：
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𝑥# 0 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 1.0

𝑓(𝑥#) 1 0.997 0.990 0.977 0.954 0.936 0.909 0.877 0.841

𝑇4 =
ℎ5
2

𝑓 𝑥% + 2(
#$(

6

𝑓 𝑥# + 𝑓 𝑥4 = 0.9456909，ℎ5 =
1
8

𝑆2 =
ℎ7
6 𝑓 𝑥% + 4(

#$(

2

𝑓 𝑥.#'( + 2(
#$(

,

𝑓 𝑥.# + 𝑓 𝑥4 = 0.9460832，ℎ7 =
1
4

思考：如何编程
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𝑓 𝑥 =
sin 𝑥
𝑥

= 3
1

#
cos 𝑥𝑡 𝑑𝑡

𝑓 2 𝑥 = 3
1

# 𝑑2

𝑑𝑥2
cos 𝑥𝑡 𝑑𝑡 = 3

1

#
𝑡2cos 𝑥𝑡 + 𝑘𝜋/2 𝑑𝑡

max
3∈[1,#]

𝑓 2 𝑥 ≤ max
3∈ 1,#

3
1

#
𝑡2 cos 𝑥𝑡 +

𝑘𝜋
2

𝑑𝑡 ≤ 3
1

#
𝑡2 𝑑𝑡 =

1
𝑘 + 1

𝑅6 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎
12

ℎ67𝑓′′(𝜉) ≤ 0.434×1089

𝑅: 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎
2880

ℎ:;𝑓(;)(𝜉) ≤ 0.271×108<



例2 计算3
1

#
𝑒3 𝑑𝑥，分别用复合梯形公式和复合Simpson公式计算时，

𝑛取多大才能使误差不超过 0.5×108=.

解：𝑓 𝑥 = 𝑒3， max
3∈[1,#]

𝑓 2 𝑥 = max
3∈[1,#]

𝑒3 = 𝑒
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𝑅6 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎
12

ℎ67𝑓′′(𝜉) ≤
𝑒
12

1
𝑛

7
≤ 0.5×108=，𝑛 ≥ 212.85，取 𝑛 = 213

𝑅: 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎
2880

ℎ:;𝑓(;)(𝜉) ≤
𝑒

2880
1
𝑛

;
≤ 0.5×108=，𝑛 ≥ 3.71，取 𝑛 = 4



采用复合求积公式计算时，如何选取步长？

太大，计算精度难保证；太小，增加额外计算量！

解决方法：采用自适应步长

将积分区间不断二分，即取 𝑛 = 22，反复使用复合求积公式，

直到计算结果满足精度为止.
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四、Romberg求积公式



（1）将 𝑎, 𝑏 等分为 𝑛个 𝑥!, 𝑥!"# ，ℎ = (𝑏 − 𝑎)/𝑛，则

𝑻𝒏 = (
#$%

&'(
ℎ
2 [𝑓 𝑥# + 𝑓(𝑥#*()]

（2）步长折半： 𝑥!, 𝑥!"#/7 ， 𝑥!"#/7, 𝑥!"#
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4.1 梯形法递推公式

𝑻𝟐𝒏 = (
#$%

&'(
ℎ
4 𝑓 𝑥# + 𝑓 𝑥#*(/. + 𝑓 𝑥#*(/. + 𝑓(𝑥#*()

= (
#$%

&'(
ℎ
4 𝑓 𝑥# + 𝑓 𝑥#*( + 2𝑓 𝑥#*(/. =

𝑻𝒏
2 +

ℎ
2(
#$%

&'(

𝑓(𝑥#*(/.)
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𝑻𝟐𝒏 =
1
2𝑻𝒏 +

ℎ
2O
!A1

B8#

𝑓 𝑎 + 𝑖ℎ +
1
2ℎ

𝑻𝟐𝒌 =
1
2
𝑻𝟐𝒌"𝟏 +

ℎ28#
2

O
!A1

7$"%8#

𝑓 𝑎 + 𝑖ℎ28# +
1
2
ℎ28#

ℎ9'( =
𝑏 − 𝑎
29'(



例3 用梯形法的递推公式计算3
1

# sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥，使得 𝑇7B − 𝑇B < 108C.

解：

12

𝑇( =
1
2 𝑓 0 + 𝑓 1 ≈ 0.9207355

𝑇. =
1
2
𝑇( +

ℎ%
2
(
#$%

%

𝑓(0 + 𝑖ℎ% + 0.5ℎ%) ≈ 0.9397933

𝑇2 =
1
2
𝑇. +

ℎ(
2
(
#$%

(

𝑓(0 + 𝑖ℎ( + 0.5ℎ() ≈ 0.9445135

⋯⋯

思考：如何编程

Ch4_3ex3.m



梯形法递推公式：算法简单、方便实现，但收敛太慢！

定理：设 𝑓 𝑥 ∈ 𝐶D[𝑎, 𝑏]，记 𝑇B = 𝑇(ℎ)，则

其中 𝛼!与 ℎ无关.
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4.2 梯形法的加速

提示：利用Taylor展开即可

𝑇 ℎ = 𝐼 𝑓 + 𝛼!ℎ" + 𝛼"ℎ# +⋯+ 𝛼$ℎ"$ +⋯

余项



𝑇 ℎ = 𝐼 𝑓 + 𝛼#ℎ7 + 𝛼7ℎ; +⋯， 𝑇
ℎ
2

= 𝐼 𝑓 + 𝛼#
ℎ
2

7
+ 𝛼7

ℎ
2

;
+

⟹ 4𝑇
ℎ
2
− 𝑇 ℎ = 3𝐼 𝑓 + −

3
4
𝛼7ℎ; + −

15
16

𝛼9ℎ< +⋯
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𝑆 ℎ ≔
1
3 4𝑇

ℎ
2 − 𝑇 ℎ = 𝐼 𝑓 + 𝛽(ℎ2 + 𝛽.ℎ: +⋯ = 𝐼 𝑓 + 𝒪(ℎ2)

4.3 Richardson 外推算法

𝐶 ℎ ≔
1
15 16𝑆

ℎ
2 − 𝑆 ℎ = 𝐼 𝑓 + 𝛾(ℎ: + 𝛾.ℎ4 +⋯ = 𝐼 𝑓 + 𝒪(ℎ:)

𝑅 ℎ ≔
1
63

64𝐶
ℎ
2
− 𝐶 ℎ = 𝐼 𝑓 + 𝜌(ℎ4 + 𝜌.ℎ(% +⋯ = 𝐼 𝑓 + 𝒪(ℎ4)



例4 用外推法计算3
1

# sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥，使得 𝑇7B − 𝑇B < 108C.

解：

15

N
𝑇( ≈ 0.9207355

𝑇. ≈ 0.9397933
⟹ 𝑆( =

1
3 4𝑇. − 𝑇( ≈ 0.9461459

𝐶# =
1
15

16𝑆7 − 𝑆# ≈ 0.94608300

思考：如何编程
N

𝑇. ≈ 0.9397933

𝑇2 ≈ 0.9445135
⟹ 𝑆. =

1
3 4𝑇2 − 𝑇. ≈ 0.9460869



记：𝐺% = 𝑇"!，𝐺! = 𝑆"!，𝐺" = 𝐶"!，𝐺& = 𝑅"!
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4.4 Romberg 算法

𝐺'(ℎ) =
4'𝐺'(!

ℎ
2 − 𝐺'(!(ℎ)

4' − 1

𝑇# = 𝐺1(ℎ)

𝑇7 = 𝐺1(ℎ/2)

𝑇; = 𝐺1(ℎ/4)

𝑇E = 𝐺1(ℎ/8)

𝑆# = 𝐺#(ℎ)

𝑆7 = 𝐺#(ℎ/2)

𝑆; = 𝐺#(ℎ/4)

𝐶# = 𝐺7(ℎ)

𝐶7 = 𝐺7(ℎ/2) 𝑅# = 𝐺9(ℎ)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

思考：如何编程



例5 用Romberg方法计算3
1

#
𝑥
9
7 𝑑𝑥，使得 𝐺F(ℎ) − 𝐺F8#(ℎ) < 108C.

解：
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思考：如何编程

Ch4_3ex5.m



小结
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数值积分

复合求积公式 余项、收敛性、稳定性

梯形法递推与外推



习题与编程题见课程网页：
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