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一、
问
题
引
入

数据拟合

船体放样



𝐴𝑥 = 𝑏，𝐴 ∈ ℝ!×!，𝑏 ∈ ℝ!

常见解法：

（1）直接法：中小规模（阶数小于150）或特殊大规模稀疏方程组

（2）迭代法：大规模稀疏线性方程组（阶数高且 0元素较多）

注：本章中假定 𝐴：𝒏阶非奇异方阵
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二、问题剖析



矩阵的谱：𝜎 𝐴 = {𝐴的所有特征值}

矩阵谱半径：𝜌 𝐴 = max
!∈#(%)

𝜆

矩阵的迹：tr 𝐴 = 𝑎'' + 𝑎(( +⋯+ 𝑎))，tr 𝐴 = 𝜆' + 𝜆( +⋯+ 𝜆)

𝐴*与 𝐴：相同特征值，不同特征向量

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 ⟺ 𝐴+'𝑥 = 𝜆+'𝑥， det(𝐴) = 𝜆'𝜆(⋯𝜆)
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三、基本概念与性质



对称正定矩阵： 𝐴* = 𝐴，𝑥*𝐴𝑥 > 0 (∀ 𝑥 ∈ ℝ))

埃尔米特阵： �̅� * = 𝐴

正交矩阵： A+' = 𝐴*，酉矩阵： 𝐴+' = �̅� *

初等置换阵：单位阵 𝐼交换第 𝑖行与第 𝑗列 (或第 𝑖列与第 𝑗行)所得矩阵 𝐼,-

置换阵：初等置换阵乘积所得矩阵

上 Hessenberg阵：𝑎,- = 0（𝑖 > 𝑗 + 1）
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（1）𝐴𝑥 = 𝑏存在唯一解等价于：

① det(𝐴) ≠ 0，② 𝐴可逆，③ 𝐴𝑥 = 0只有零解，④ rank 𝐴 = 𝑛

（2）若 𝐴对称正定，则

① 𝐴+'对称正定，②所有 𝜆, ∈ ℝ.

③顺序主子阵 𝐴/对称正定，det 𝐴/ > 0

（3）若 𝐴0 = 𝐴，所有顺序主子式大于0（或所有 𝜆, > 0），则 𝐴对称正定
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3.1 重要性质



定理（Jordan标准型）：设 𝐴 ∈ ℝ)×)，则存在非奇异阵 𝑋，使

𝑋+'𝐴𝑋 =

𝐽'(𝜆')
𝐽((𝜆()

⋱
𝐽2(𝜆2)

其中

𝐽, 𝜆, =

𝜆, 1
𝜆, ⋱

⋱ 1
𝜆, )!×)!

为 Jordan块，且L
,3'

2

𝑛, = 𝑛
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引例 用消去法求解 M
𝑥' − 2𝑥( + 2𝑥4 = −2
2𝑥' − 3𝑥( − 3𝑥4 = 4
4𝑥' + 𝑥( + 6𝑥4 = 3

解： 𝐴, 𝑏 =
1 −2 2 −2
2 −3 −3 4
4 1 6 3

⟹
1 −2 2 −2
0 1 −7 8
0 9 −2 11

⟹
1 −2 2 −2
0 1 −7 8
0 0 61 −61

所以 M
𝑥4 = −1
𝑥( = 7𝑥4 + 8 = 1
𝑥' = 2𝑥( − 2𝑥4 − 2 = 2
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四、Gauss消去法
思路：系数矩阵化为上三角阵

=



记 𝐴(') = 𝑎,-
'

)×)
= 𝐴，𝑏(') = 𝑏'

' , 𝑏(
' , ⋯ , 𝑏)

' *

第 1步：消去第 1列

设 𝑎''
(') ≠ 0，𝑚,' = 𝑎,'

' /𝑎''
(')
，𝑖 = 2, 3,⋯ , 𝑛，增广矩阵第 𝑖行−𝑚,'×第 1行：
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𝐵(') =

𝑎''
(') 𝑎'(

(')

𝑎((
(()

⋯ 𝑎')
(') 𝑏'

(')

⋯ 𝑎()
(() 𝑏(

(()

⋮
𝑎)(
(()

⋱ ⋮ ⋮
⋯ 𝑎))

(() 𝑏)
(()

𝑎!"
($) = 𝑎!"

(&) −𝑚!&𝑎&"
&

𝑏!
($) = 𝑏!

(&) −𝑚!&𝑏&
&

（𝑖, 𝑗 = 2, 3,⋯ , 𝑛）



第 2步：消去第 2列

设 𝑎((
(() ≠ 0，𝑚,( = 𝑎,(

( /𝑎((
(()
，𝑖 = 3, 4,⋯ , 𝑛，𝐵(')第 𝑖行−𝑚,(×第 2行：
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𝐵(() =

𝑎''
(') 𝑎'(

(')

𝑎((
(()

𝑎'4
(') ⋯

𝑎(4
( ⋯

𝑎')
(') 𝑏'

(')

𝑎()
(() 𝑏(

(()

𝑎44
(4) …
⋮ ⋱

𝑎)4
(4) ⋯

𝑎4)
(4) 𝑏4

(4)

⋮ ⋮
𝑎))
(4) 𝑏)

(4)

𝑎!"
(') = 𝑎!"

($) −𝑚!$𝑎$"
$

𝑏!
(') = 𝑏!

($) −𝑚!$𝑏$
$

（𝑖, 𝑗 = 3, 4,⋯ , 𝑛）



依此类推，第 k步：消去第 k列

设 𝑎((
(() ≠ 0，𝑚!( = 𝑎!(

( /𝑎((
(()
，𝑖 = 𝑘 + 1,⋯ , 𝑛，𝐵(()&)第 𝑖行−𝑚!(×第 𝑘行：
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𝐵(/) =

𝑎''
(') ⋯

⋱
𝑎'/.'
(') ⋯
⋮ ⋯

𝑎')
(') 𝑏'

(')

⋮ ⋮
𝑎/.'/.'
(/.') …
⋮ ⋱

𝑎)/.'
(/.') ⋯

𝑎/.')
(/.') 𝑏/.'

(/.')

⋮ ⋮
𝑎))
(/.') 𝑏)

(/.')

𝑎!"
((*&) = 𝑎!"

(() −𝑚!(𝑎("
(

𝑏!
((*&) = 𝑏!

(() −𝑚!(𝑏(
(

（𝑖, 𝑗 = 𝑘 + 1,⋯ , 𝑛）

注记：

主元 𝑎((
(() ≠ 0 ⟺ 𝐷( ≠ 0，且有 𝑎((

(() = 𝐷(/𝐷()& (𝑘 ≥ 2)， 𝐷(：𝐴的顺序主子式



第 n-1步后
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𝑎!!
(!) 𝑎!$

(!)

𝑎$$
($)

⋯ 𝑎!%
(!)

⋯ 𝑎$%
($)

⋱ ⋮
𝑎%%
(%)

𝑥!
𝑥$
⋮
𝑥%

=

𝑏!
(!)

𝑏$
($)

⋮
𝑏%
(%)

𝐴(%)𝑥 = 𝑏(%)

回代求解：𝑥% = 𝑏%
% /𝑎%%

(%)

𝑥, = 𝑏,
, − L

-3,.'

)

𝑎,-
, 𝑥- /𝑎,,

(,)



乘除运算

第 𝑘步：（ 𝑖 = 𝑘 + 1,⋯ , 𝑛）

① 𝑚!( = 𝑎!(
( /𝑎((

(()
，② 𝑎!"

((*&) = 𝑎!"
(() −𝑚!(𝑎("

( ，③ 𝑏!
((*&) = 𝑏!

(() −𝑚!(𝑏(
(

回代求解：（𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 − 1）

𝑥) =
𝑏)
)

𝑎))
) ， 𝑥! = 𝑏!

! − =
"+!*&

,

𝑎!"
! 𝑥" /𝑎!!

(!)
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4.1 Gauss消去法的运算量

𝑛 − 𝑘次 𝑛 − 𝑘 (次 𝑛 − 𝑘次

1
2
𝑛 𝑛 + 1 次

乘除运算总量：
𝒏𝟑

𝟑
+ 𝒏𝟐 −

𝒏
𝟑

加减运算总量：
𝒏𝟑

𝟑 +
𝒏𝟐

𝟐 −
𝟓𝒏
𝟔



Gauss消去过程中第 𝑘步和第 𝑘 + 1步的系数矩阵：
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五、矩阵三角分解

𝐴(") =

𝑎$$
($) ⋯

⋱
𝑎$"
($) ⋯
⋮ ⋯

𝑎$%
($)

⋮
𝑎""
(") …
⋮ ⋱

𝑎%"
(") ⋯

𝑎"%
(")

⋮
𝑎%%
(")

𝐴("&$) =

𝑎$$
($) ⋯

⋱
𝑎$"&$
($) ⋯
⋮ ⋯

𝑎$%
($)

⋮
𝑎""&$
("&$) …
⋮ ⋱

𝑎%"&$
("&$) ⋯

𝑎"%
("&$)

⋮
𝑎%%
("&!)

𝐴(&'!) = 𝐿&𝐴(&) 𝐿" =

1
⋱

1
−𝑚"&$"

⋮
−𝑚%"

1
⋱

1

，𝑚(" =
𝑎("
"

𝑎""
"



因此：𝐴()) = 𝐿)+'𝐿)+(⋯𝐿(𝐿'𝐴(')

所以： 𝐴 = 𝐴(') = 𝐿)+'𝐿)+(⋯𝐿(𝐿' +'𝐴()) =
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𝐿")$ =

1
⋱

1
𝑚"&$"
⋮

𝑚%"

1
⋱

1

⟹ 𝐿$)$𝐿*)$⋯𝐿%)$)$ =

1
𝑚*$ 1
𝑚+$ 𝑚+* 1
𝑚,$ 𝑚,* 𝑚,+
⋮ ⋮ ⋮

𝑚%$ 𝑚%* 𝑚%+

1
⋱

⋯ 𝑚%%)$ 1

𝐿'+'𝐿(+'⋯𝐿)+'+' 𝐴())𝐿/0/𝐿10/⋯𝐿!0/0/
2

)𝐴(!)
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非奇异上三角阵单位下三角阵

5.1 矩阵LU分解 注记：Matlab的 lu函数



存在唯一性定理

𝐴的LU分解存在唯一的充要条件是 𝐴的顺序主子式均非0
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5.2 LU分解的存在唯一性

LU分解存在 高斯消去法可运行 𝑎//
(/) ≠ 0 顺序主子式均非 0

注记：要求主元 𝑎//
(/) ≠ 0且不可太小，因此需选主元



第 𝒌步：U前 𝒌 − 𝟏行与 L前 𝒌 − 𝟏列已求出（Doolittle分解）
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5.3 LU分解的计算

𝑎'' 𝑎'(
𝑎(' 𝑎((

⋯ 𝑎')
⋯ 𝑎()

⋮ ⋮
𝑎)' 𝑎)(

⋱ ⋮
⋯ 𝑎))

=

1
𝑙(' 1
⋮
𝑙)' ⋯

⋱
𝑙))+' 1

𝑢'' 𝑢'(
𝑢((

⋯ 𝑢')
𝑢()

⋱ ⋮
𝑢))

A L U

注记：𝐴 = 𝐿𝑈 ⟹ 𝐿𝑦 = 𝑏，𝑈𝑥 = 𝑦

第 𝑘行：𝑢/- = 𝑎/- − 𝑙/'𝑢'- + 𝑙/(𝑢(- +⋯+ 𝑙//+'𝑢/+'- ，𝑗 = 𝑘,⋯ , 𝑛

第 𝑘列：𝑙,/ =
𝑎,/ − 𝑙,'𝑢'/ −⋯− 𝑙,/+'𝑢/+'/

𝑢//
，𝑖 = 𝑘 + 1,⋯ , 𝑛
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5.4 选主元 Gauss消去法

列主元消去法（第 𝑘步消元时）

第 𝑘列剩余部分选主元：

①选列主元： 𝑎!!(
( = max

(/!/,
𝑎!(
(

②若 𝑖( ≠ 𝑘，则交换第 𝑘行与第 𝑖(行

③消元

全主元消去法（第 𝑘步消元时）

剩余 𝑛 − 𝑘阶子阵中选主元：

①选全主元： 𝑎!!"!
( = max

(/!,"/,
𝑎!"
(

②若 𝑖( ≠ 𝑘，则交换第 𝑘行与第 𝑖(行

若 𝑗( ≠ 𝑘，则交换第 𝑘列与第 𝑗(列

③消元
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5.5 PLU分解

列主元 Gauss消去法对应的矩阵分解为 PLU分解

定理：若 𝐴非奇异，则存在排列阵 𝑃，使得

𝑃𝐴 = 𝐿𝑈

其中 𝐿为单位下三角阵，𝑈为上三角阵.

思考：如何编程实现？
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例1 求线性方程组的解

0.001 2.000 3.000
−1.000 3.712 4.623
−2.000 1.072 5.643

𝑥'
𝑥(
𝑥4

=
1.000
2.000
3.000

解：

通过列主元Gauss消去法可求得：

𝑥∗ ≈ −0.4904，− 0.05104，0.3675 *

思考：1.不使用列选主元会如何？2.如何编程？
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Gaussian_elimination.m



对称正定矩阵的三角分解—— 𝐿𝐷𝐿*分解

定理（𝐿𝐷𝐿*分解）：设 𝐴为对称矩阵，𝐴的所有顺序主子式都非0，则

𝐴 = 𝐿𝐷𝐿*

上式分解唯一，其中 𝐿为单位下三角阵，𝐷为对角矩阵.

定理（Cholesky分解）：设 𝐴为对称正定阵，则存在实的非奇异下三角阵 k𝐿，

𝐴 = k𝐿k𝐿*

当 k𝐿对角元素为正时，分解是唯一的.
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六、平方根法 思考：如何证明
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6.1 Cholesky分解计算

𝑎'' 𝑎'(
𝑎(' 𝑎((

⋯ 𝑎')
⋯ 𝑎()

⋮ ⋮
𝑎)' 𝑎)(

⋱ ⋮
⋯ 𝑎))

=

l𝑙''
l𝑙(' l𝑙((
⋮
l𝑙)' ⋯

⋱
l𝑙))+' l𝑙))

l𝑙'' l𝑙('
l𝑙((

⋯ l𝑙)'
l𝑙)(

⋱ ⋮
l𝑙))

A *𝐿 *𝐿6

𝑎,- = L
/3'

)

l𝑙,/ l𝑙-/ = L
/3'

-+'

l𝑙,/ l𝑙-/ + l𝑙,- l𝑙--，𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛，𝑖 = 𝑗, 𝑗 + 1,⋯ , 𝑛
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Cholesky分解法：

对 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛

（1）l𝑙-- = 𝑎-- −L
/3'

-+'

l𝑙-/(

'
(

，（2）l𝑙,- =
1
l𝑙--

𝑎,- −L
/3'

-+'

l𝑙,/ l𝑙-/ ，𝑖 = 𝑗 + 1,⋯ , 𝑛

平方根法：𝐴𝑥 = 𝑏 𝐴对称正定 ⟹ k𝐿𝑦 = 𝑏，k𝐿*𝑥 = 𝑦

𝑦' =
𝑏'
l𝑙''
，𝑦, = 𝑏, −L

/3'

,+'

l𝑙,/𝑦/ /l𝑙,, 𝑥) =
𝑦)
l𝑙))
，𝑥, = 𝑦, − L

/3,.'

)

l𝑙/,𝑥/ /l𝑙,,

注记：如何编程



24

注记：Matlab的 chol函数

Cholesky.m
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6.2 改进的 Cholesky分解

𝑎&& 𝑎&$
𝑎$& 𝑎$$

⋯ 𝑎&,
⋯ 𝑎$,

⋮ ⋮
𝑎,& 𝑎,$

⋱ ⋮
⋯ 𝑎,,

=

1
𝑙$& 1
⋮
𝑙,& ⋯

⋱
𝑙,,)& 1

𝑑&
𝑑$

⋱
𝑑,

1 𝑙$&
1

⋯ 𝑙,&
𝑙,$

⋱ ⋮
1

A 𝐿 𝐿6

𝑎,- = L
/3'

)

𝑙,/𝑑/𝑙-/ = L
/3'

-+'

𝑙,/𝑑/𝑙-/ + 𝑙,-𝑑-，𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛，𝑖 = 𝑗 + 1, 𝑗 + 2,⋯ , 𝑛

𝐷
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改进的 Cholesky分解法：

对 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛

（1）𝑑- = 𝑎-- −L
/3'

-+'

𝑙-/( 𝑑/，（2）𝑙,- =
1
𝑑-

𝑎,- −L
/3'

-+'

𝑙,/𝑑/𝑙-/

改进的平方根法：𝐴𝑥 = 𝑏 𝐴对称正定 ⟹ 𝐿𝑦 = 𝑏，𝐷𝐿0𝑥 = 𝑦

𝑦' = 𝑏'，𝑦, = 𝑏, −L
/3'

,+'

𝑙,/𝑦/ 𝑥) =
𝑦)
𝑑)
，𝑥, =

𝑦,
𝑑,
− L
/3,.'

)

𝑙/,𝑥/

注记：如何编程



对角占优的三对角阵的 Crout分解：

𝑏& 𝑐&
𝑎& ⋱ ⋱

⋱ ⋱ 𝑐,)&
𝑎,)& 𝑏,

=

𝛼&
𝑎& 𝛼$

⋱ ⋱
𝑎,)& 𝛼,

1 𝛽&
1 ⋱

⋱ 𝛽,)&
1

第一步：𝛼& = 𝑏&，𝛽& = 𝑐&/𝛼& = 𝑐&/𝑏&

第二步：𝛼! = 𝑏! − 𝑎!)&𝛽!)&，𝛽! = 𝑐!/𝛼!，𝑖 = 2,3,⋯ , 𝑛 − 1

第三步：𝛼, = 𝑏, − 𝑎,)&𝛽,)&
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六、追赶法

A L U

注记：特殊的 LU分解



追赶法：

𝐴𝑥 = 𝑓 对角占优的三对角阵 ⟹ 𝐿𝑦 = 𝑓，𝑈𝑥 = 𝑦
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追：𝛽' =
𝑐'
𝑏'
，𝛽, =

𝑐,
𝑏, − 𝑎,+'𝛽,+'

，𝑖 = 2, 3,⋯ , 𝑛 − 1

追：𝑦' =
𝑓'
𝑏'
，𝑦, =

𝑓, − 𝑎,+'𝑦,+'
𝑏, − 𝑎,+'𝛽,+'

，𝑖 = 2, 3,⋯ , 𝑛

赶：𝑥) = 𝑦)，𝑥, = 𝑦, − 𝛽,𝑥,.'，𝑖 = 𝑛 − 1,⋯ , 2,1

注记：运算量为 5𝑛 + 3𝑛



小结
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线性方程组直接解法

Gauss消去法

Cholesky分解

平方根法

LU，PLU分解
Crout分解（追赶法）



习题与编程题见课程网页：
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