
第四章 数值积分与数值微分

刘可伋

上海财经⼤学 数学学院

——引言与Newton-Cotes公式
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一、
问
题
引
入

曲线 长度

速度 路程

区域 面积



𝐼 = #
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

若 𝑓 𝑥 原函数为 𝐹(𝑥)，由 Newton-Leibnitz公式：

#
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎

考虑：𝑓 𝑥 =
sin 𝑥
𝑥
，𝑓 𝑥 = 𝑒#!，𝑓 𝑥 = 1 + 𝑘$ sin 𝑥$，𝑓 𝑥 =

1
1 + 𝑥%
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二、问题剖析

1
3 arctan 𝑥 +

1
6 arctan 𝑥 −

1
𝑥

+
1
4 3

ln
𝑥! + 3𝑥 + 1
𝑥! − 3𝑥 + 1

+ 𝐶

原函数
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方法 1：

积分中值定理：#
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓 𝜉 𝑏 − 𝑎 ，𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏)

方法 2：回到积分定义！

如何确定？

1.划分（化整为零）

2.近似（以直代曲）

3.求和（积零为整）

4.极限（抛光磨平）

近似

梯形公式

中矩形公式

#
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈

𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏
2 (𝑏 − 𝑎)

#
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ 𝑓

𝑎 + 𝑏
2 𝑏 − 𝑎



若取离散点

𝑎 ≤ 𝑥4 < 𝑥5 < ⋯ < 𝑥6 ≤ 𝑏

上函数值的加权平均作为 𝑓 𝜉 的近似值，那么

称为机械求积公式， 𝐴7称为求积系数（权）， 𝑥7称为求积节点.
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三、机械求积公式

!
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈(

#$%

&

𝐴#𝑓(𝑥#)

'
!

"
𝑒#! 𝑑𝑥 ≈ ,

$%!

&
1
𝑛 𝑒

$
&

!



定义 若求积公式对次数不超过𝒎的多项式都准确成立，但对𝒎+ 𝟏次多项式

不准确成立，则称该求积公式具有𝒎次代数精度.

代数精度验证方法：

（1）将 1, 𝑥, 𝑥$, ⋯ , 𝑥8依次代入，公式准确成立

（2）将 𝑥895代入，公式不准确成立
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四、代数精度

注记：1. 代数精度是衡量精确程度的重要指标

2. 梯形公式和中矩形公式：1次代数精度

:
"#$

%

𝐴" = 𝑏 − 𝑎

:
"#$

%

𝐴" 𝑥" =
1
2 𝑏! − 𝑎!

⋮

:
"#$

%

𝐴" 𝑥"& =
1

𝑚 + 1 (𝑏
&'( − 𝑎&'()

思考：𝐴!存在唯一吗？

(系数和=区间长度)



例1 试确定 𝐴7使得以下求积公式具有最高代数精度

#
D5

5
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ 𝐴4𝑓 −1 + 𝐴5𝑓 0 + 𝐴$𝑓(1)

解：将 1, 𝑥, 𝑥$代入求积公式，

𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴$ = 2
−𝐴4 + 𝐴$ = 0

𝐴4 + 𝐴$ =
2
3

，得 𝐴4 =
1
3
，𝐴5 =

4
3
，𝐴$ =

1
3

所以#
D5

5
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈

1
3
𝑓 −1 +

4
3
𝑓 0 +

1
3
𝑓 1
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对 𝑥"仍准确成立，但对 𝑥#不成立
故代数精度为 3次.



例2 试确定 𝐴$使得以下求积公式具有最高代数精度

#
%

&
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ 𝐴%𝑓 0 + 𝐴&𝑓 1 + 𝐵%𝑓′(0)

解：将 1, 𝑥, 𝑥'代入求积公式，

𝐴% + 𝐴& = 1
𝐴& + 𝐵% = 0.5

𝐴& =
1
3

，得 𝐴% =
2
3
，𝐴& =

1
3
，𝐵% =

1
6

所以#
%

&
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈

2
3
𝑓 0 +

1
3
𝑓 1 +

1
6
𝑓′ 0
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对 𝑥"不成立，故代数精度为 2次



定义 用插值多项式代替原函数，得到的求积公式即为插值型求积公式

已知求积节点 𝑎 ≤ 𝑥4 < 𝑥5 < ⋯ < 𝑥6 ≤ 𝑏及 𝑓 𝑥7 ，构造 𝑛次插值多项式

𝐿6 =D
7E4

6

𝑙7 𝑥 𝑓(𝑥7)

那么
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五、插值型求积公式

#
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ #

!

"
𝐿6 𝑥 𝑑𝑥 =D

7E4

6

#
!

"
𝑙7 𝑥 𝑑𝑥 𝑓 𝑥7 ≔D

7E4

6

𝐴7𝑓(𝑥7)



余项（误差）：

其中

𝑅6 𝑥 =
𝑓 695 𝜉
𝑛 + 1 !

𝑥 − 𝑥4 𝑥 − 𝑥5 ⋯(𝑥 − 𝑥6)
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𝑅 𝑓 = #
!

"
𝑓 𝑥 − 𝐿6 𝑥 𝑑𝑥 = #

!

"
𝑅6(𝑥) 𝑑𝑥

定理：机械求积公式至少具有 𝑛次代数精度 插值型求积公式



定义：设求积节点 𝑎 ≤ 𝑥4 < 𝑥5 < ⋯ < 𝑥6 ≤ 𝑏，若机械求积公式满足

其中 ℎ = max
5F7F6

𝑥7 − 𝑥7D5 ，则称其收敛.

定义：对 ∀𝜀 > 0，若 ∃𝛿 > 0，当 R𝑓7 − 𝑓 𝑥7 ≤ 𝛿 𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛 时，

则称求积公式稳定.
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lim
(→%

8
$*%

+

𝐴$𝑓(𝑥$) = #
,

-
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

六、收敛性与稳定性

8
$*%

+

𝐴$R𝑓7 −8
$*%

+

𝐴$𝑓 𝑥$ ≤ 𝜀



定理：若 𝑨𝒊 > 𝟎 𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛 ，则求积公式

#
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈D

7E4

6

𝐴7𝑓(𝑥7)

是稳定的.
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注记：

1. 收敛：求积公式可以用

2. 稳定：求积公式可以放心用

提示： !
'%!

&

𝐴'[$𝑓' − 𝑓 𝑥' ] ≤!
'%!

&

|𝐴'| |$𝑓' − 𝑓 𝑥' |

≤ 𝛿!
'%!

&

𝐴' = 𝛿 𝑏 − 𝑎 = 𝜀 (设 𝛿 =
𝜀

𝑏 − 𝑎)



定义：基于等距节点的插值型求积公式称为 Newton-Cotes公式.

积分区间：[𝑎, 𝑏]，求积节点：𝑥7 = 𝑎 + 𝑖 ⋅ ℎ，ℎ = (𝑏 − 𝑎)/𝑛

N-C求积公式：
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七、Newton-Cotes公式

#
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ (𝑏 − 𝑎)D

7E4

6

𝐶7
6 𝑓(𝑥7)

𝐶$
(+) =

1
𝑏 − 𝑎#,

-
𝑙$
+ (𝑥) 𝑑𝑥 =

ℎ
𝑏 − 𝑎#%

+
A
!*%
!0$

+
𝑡 − 𝑘
𝑖 − 𝑘 𝑑𝑡 =

1
𝑛

−1 +1$

𝑖! 𝑛 − 𝑖 !#%

+
A
!*%
!0$

+

(𝑡 − 𝑘) 𝑑𝑡

Cotes系数



（1）梯形公式：𝑛 = 1时，𝐶4
(5) = 𝐶5

(5) = 5
$

（2）Simpson公式： 𝑛 = 2时，𝐶4
($) = 5

%，𝐶5
($) = $

H，C$
($) = 5

%
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𝑻 ≔ #
!

"
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈

𝑏 − 𝑎
2

𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏

𝑺 ≔ #
!

"
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈

𝑏 − 𝑎
6

𝑓 𝑎 + 4𝑓
𝑎 + 𝑏
2

+ 𝑓 𝑏

代数精度 1

代数精度 3



（3）Cotes公式：𝑛 = 4时，

𝐶%
(#) =

7
90，𝐶&

(#) =
32
90，C'

(#) =
12
90，𝐶"

(#) =
32
90，C#

(#) =
7
90
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𝑪 ≔ #
,

-
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈

𝑏 − 𝑎
90 7𝑓 𝑥% + 32𝑓 𝑥& + 12𝑓 𝑥' + 32𝑓 𝑥" + 7𝑓(𝑥#)

代数精度 5



Cotes系数特点（部分系数见104页表4-1）：

（1）D
7E4

6

𝐶7
6 = 1，其中 𝐶7

(6) =
1

𝑏 − 𝑎
#
!

"
𝑙7
6 (𝑥) 𝑑𝑥

（2）𝐶7
(6) = 𝐶6D7

(6)

（3）当 𝑛 ≥ 8时，系数出现负数，不稳定，并且 𝑛较大时，会有Runge现象，

无法保证收敛性.
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注记：一般采用低阶稳定的N-C求积公式（𝑛 ≤ 7）



定理：𝑛阶 N-C公式至少有 𝑛次代数精度.

定理：当 𝑛为偶数时， N-C公式至少有 𝑛 + 1次代数精度.

证明：考虑 𝑓 𝑥 = 𝑥+2&，𝑥 = 𝑎 + 𝑡ℎ，𝑥$ = 𝑎 + 𝑖ℎ

𝑅 𝑓 = 3
(

) 𝑓 &*" 𝜉
𝑛 + 1 !

9
'%!

&

(𝑥 − 𝑥') 𝑑𝑥 = 3
(

)
9
'%!

&

(𝑥 − 𝑥') 𝑑𝑥 = ℎ&*+3
!

&
9
'%!

&

(𝑡 − 𝑖) 𝑑𝑡

若 𝑛为偶数，则 𝑛/2为整数，令 𝑡 = 𝑢 + 𝑛/2，则

𝑅 𝑓 = ℎ&*+3
,&+

&
+
9
'%!

&

𝑢 +
𝑛
2
− 𝑖 𝑑𝑢 = 0
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7.1 Newton-Cotes公式的代数精度

思考：为什么？



𝑅 𝑓 = #
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝐼 𝑓 = 𝐾𝑓(895)(𝜉)，𝐼(𝑓)为代数精度𝑚的求积公式

（1）梯形公式

（2）Simpson公式
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7.2 求积公式的余项

𝑅 𝑓 = −
1
12

𝑏 − 𝑎 H𝑓′′(𝜉)

𝑅 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎 I

2880
𝑓(J)(𝜉)

思考：K
$

(
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ 𝐴$𝑓 0 + 𝐴(𝑓 1 + 𝐵$𝑓′(0)的余项



定理 Newton-Cotes公式的余项可分为以下两种情况

（1）当 𝑛为奇数时，设 𝑓 𝑥 ∈ C695 𝑎, 𝑏

（2）当 𝑛为偶数时，设 𝑓 𝑥 ∈ C69$ 𝑎, 𝑏
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𝑅 𝑓 =
ℎ69$𝑓 695 𝜉

(𝑛 + 1)!
#
4

6
𝑡 𝑡 − 1 𝑡 − 2 ⋯(𝑡 − 𝑛) 𝑑𝑡，𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏)

𝑅 𝑓 =
ℎ69H𝑓 69$ 𝜉

(𝑛 + 2)!
#
4

6
𝑡$ 𝑡 − 1 𝑡 − 2 ⋯(𝑡 − 𝑛) 𝑑𝑡，𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏)



小结
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数值积分

机械求积公式

代数精度、余项

收敛性、稳定性插值型求积公式

（Newton-Cotes公式）



习题与编程题见课程网页：
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