
第二章 插值法

刘可伋

上海财经⼤学 数学学院

——引言与基函数插值



一、问题引入

423 m，7.12!C

943m，3.41!C

1457m，2.53!C

1781m，2.03!C

问题：500 m，700 m，1600 m

水温多少？
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？

日期 沪深300收盘价
2021-06-01 5341.6798
2021-06-02 5289.9736
2021-06-03 5255.2855
2021-06-04 5282.2772
2021-06-07 5277.6271
2021-06-08 5232.1165
2021-06-09 5236.4493

2021-06-10 ?
2021-06-11 5224.7030
2021-06-15 5166.5597
2021-06-16 5080.4909
2021-06-17 5101.8924
2021-06-18 5102.4657
2021-06-21 5090.3854
2021-06-22 5122.1583
2021-06-23 5147.3938

问题：“?”是多少？还会涨吗？

5271.466
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二、问题剖析

注记：插值节点可任意排列，但互不相同！

𝑥! 𝑥" 𝑥# 𝑥∗ 𝑥%&" 𝑥%

𝑦! 𝑦"
𝑦#

𝑦%&"

𝑦%

𝑃(𝑥)
𝑥"：插值节点

𝑎, 𝑏 ：插值区间

𝑃 𝑥" = 𝑦"：插值条件

𝑓 𝑥∗ ≈ 𝑃(𝑥∗)

𝑎 𝑏



设 𝑦 = 𝑓 𝑥 定义于 𝑎, 𝑏 ，并测得点 𝑎 ≤ 𝑥! < 𝑥" < ⋯ < 𝑥% ≤ 𝑏上的值

𝑦!, 𝑦", ⋯ , 𝑦%，若有简单易算 𝑃 𝑥 使

则称 𝑃 𝑥 为 𝑓 𝑥 的插值函数，求 𝑃 𝑥 称为插值法.
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2.1 插值定义

𝑃 𝑥4 = 𝑦4，𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛



1、多项式插值：𝑃 𝑥 是多项式，多项式最常用的插值函数.

2、分段多项式插值： 𝑃 𝑥 是分段多项式

3、三角插值：𝑃 𝑥 是三角函数

4、有理插值：𝑃 𝑥 是有理函数

… …
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2.1 插值函数分类



已知 𝑦 = 𝑓 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上 𝑛 + 1个点 𝑎 ≤ 𝑥! < 𝑥" < ⋯ < 𝑥% ≤ 𝑏处的值

𝑦!, 𝑦", ⋯ , 𝑦%，若存在次数不超过 𝑛的多项式：

𝑃 𝑥 = 𝑎! + 𝑎"𝑥 +⋯+ 𝑎%𝑥%

使 𝑃 𝑥' = 𝑦' (𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛)，则称 𝑃 𝑥 为 𝑓 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上的插值多项式.

定理（存在唯一性）满足上述条件的多项式 𝑃 𝑥 存在且唯一.
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三、多项式插值

思考：如何证明？（提示：Vandermonde行列式不为0）



已知两点信息 𝑥!, 𝑦! , 𝑥", 𝑦" ，求插值多项式 𝑃 𝑥 .

解：点斜式：

𝑃 𝑥 = 𝑦! +
𝑦" − 𝑦!
𝑥" − 𝑥!

𝑥 − 𝑥! .

两点式：

𝑃 𝑥 = 𝑦!
𝑥 − 𝑥"
𝑥! − 𝑥"

+ 𝑦"
𝑥 − 𝑥!
𝑥" − 𝑥!
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线性插值

𝒍𝟎(𝒙) 𝒍𝟏(𝒙)

𝒍𝒊 𝒙 一次多项式

𝒍𝟎 𝒙𝟎 = 𝟏, 𝒍𝟎(𝒙𝟏) = 𝟎 𝒍𝟏 𝒙𝟎 = 𝟎, 𝒍𝟏(𝒙𝟏) = 𝟏

𝒍𝟎 𝒙 + 𝒍𝟏(𝒙) = 𝟏



已知三点信息 𝑥!, 𝑦! , 𝑥", 𝑦" , 𝑥#, 𝑦# ，求插值多项式 𝑃 𝑥 .

猜想：

𝑃 𝑥 = 𝑦!𝑙! 𝑥 + 𝑦"𝑙" 𝑥 + 𝑦#𝑙# 𝑥 ,
其中

𝑙! 𝑥! = 1, 𝑙! 𝑥" = 0, 𝑙! 𝑥# = 0

𝑙" 𝑥! = 0, 𝑙" 𝑥" = 1, 𝑙" 𝑥# = 0

𝑙# 𝑥! = 0, 𝑙# 𝑥" = 0, 𝑙# 𝑥# = 1
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抛物线插值

𝑙# 𝑥 = 𝐴 𝑥 − 𝑥$ 𝑥 − 𝑥%

𝑙# 𝑥 =
𝑥 − 𝑥$ 𝑥 − 𝑥%
𝑥# − 𝑥$ 𝑥# − 𝑥%

𝑙$ 𝑥 =
𝑥 − 𝑥# 𝑥 − 𝑥%
𝑥$ − 𝑥# 𝑥$ − 𝑥%

𝑙% 𝑥 =
𝑥 − 𝑥# 𝑥 − 𝑥$
𝑥% − 𝑥# 𝑥% − 𝑥$



记 𝐻% 𝑥 = {次数不超过 𝑛的多项式全体}，𝐻% 𝑥 是 𝑛 + 1维线性空间.

设 𝑧! 𝑥 , 𝑧" 𝑥 ,⋯ , 𝑧%(𝑥)是 𝐻%(𝑥)的一组基，则插值多项式可表示为

𝑃 𝑥 = 𝑎!𝑧! 𝑥 + 𝑎"𝑧" 𝑥 +⋯+ 𝑎%𝑧% 𝑥

通过基函数构造插值函数的方法为基函数插值法.
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四、基函数插值法

思考：1.基函数 𝑧! 𝑥 如何选取；2.系数 𝑎!如何确定？

如：存在唯一性定理选取基：𝟏, 𝒙, 𝒙𝟐, ⋯ , 𝒙𝒏，𝑎!通过求解线性方程组得到



定义：设 𝑙+ 𝑥 是 𝑛次多项式，且在 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥%上满足

𝑙+ 𝑥' = ?0, 𝑖 ≠ 𝑘
1, 𝑖 = 𝑘 (𝑖, 𝑘 = 0,1,2,⋯ , 𝑛)

称 𝑙+ 𝑥 为节点 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥%上的 𝑛次 Lagrange插值基函数.

由 Lagrange插值基函数构成插值多项式的方法称为 Lagrange插值法.
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4.1 Lagrange插值法

注记：1. 𝑙+ 𝑥 构成 𝐻% 𝑥 一组基.为什么？
2. 𝑙+ 𝑥 由插值节点唯一确定.



由定义可知：

𝑙+ 𝑥 = 𝐴+ 𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥" ⋯ 𝑥 − 𝑥+&" 𝑥 − 𝑥+," ⋯ 𝑥 − 𝑥%

由 𝑙+ 𝑥+ = 1可得：

𝐴+ =
1

𝑥+ − 𝑥! (𝑥 − 𝑥")⋯ 𝑥+ − 𝑥+&" 𝑥+ − 𝑥+," ⋯(𝑥+ − 𝑥%)

所以
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Lagrange插值基函数

𝑙! 𝑥 = $
"#$,"&!

'
𝑥 − 𝑥"
𝑥! − 𝑥"



由Lagrange插值基函数，可得插值多项式：

𝑃 𝑥 = 𝑎!𝑙! 𝑥 + 𝑎"𝑙" 𝑥 +⋯+ 𝑎%𝑙%(𝑥),

将插值条件 𝑃 𝑥' = 𝑦' (𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛)代入可得，𝑎' = 𝑦'，则定义

𝐿% 𝑥 := 𝑦!𝑙! 𝑥 + 𝑦"𝑙" 𝑥 +⋯+ 𝑦%𝑙%(𝑥)

为 Lagrange插值多项式.

12

Lagrange插值多项式

注记：𝐿% 𝑥 = F
+-!

%

𝑦+𝑙+ 𝑥 = F
+-!

%

𝑦+ G
'-!,'/+

%
𝑥 − 𝑥'
𝑥+ − 𝑥'

思考：优缺点？



若引入

𝜔%," 𝑥 = 𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥" ⋯ 𝑥 − 𝑥%

那么

𝜔%,"0 𝑥+ = 𝑥+ − 𝑥! ⋯ 𝑥+ − 𝑥+&" 𝑥+ − 𝑥+," ⋯ 𝑥+ − 𝑥%

则 Lagrange插值多项式可写为：

𝐿% 𝑥 = F
+-!

%

𝑦+
𝜔%," 𝑥

(𝑥 − 𝑥+)𝜔%,"0 𝑥+
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注记：𝑛 + 1个节点的插值多项式的次数可能小于 𝑛 !



例1 已知函数 ln 𝑥的信息如下

用Lagrange插值法（ 𝑛 = 1, 2）计算 ln 0.54的近似值.

解：(1)一次多项式：取 𝑥! = 0.5, 𝑥" = 0.6，那么

ln 0.54 ≈ 𝐿"(0.54) ≈ −0.6202

(2)二次多项式：取 𝑥! = 0.4, 𝑥" = 0.5, 𝑥# = 0.6，那么

ln 0.54 ≈ 𝐿#(0.54) ≈ −0.6153
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𝑥 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

ln 𝑥 −0.9163 −0.6931 −0.5108 −0.3567 −0.2231

思考：1.如何编程？

2.误差多大？

（ ln 0.54 = −0.616186⋯ ）

3.次数越高越准确？
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Lagrange.m



若 𝑎, 𝑏 上 𝑓 𝑥 ≈ 𝐿% 𝑥 ，则截断误差为：

𝑅% 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝐿% 𝑥

也称为插值余项.

定理 设 𝑓 𝑥 ∈ 𝐶%[𝑎, 𝑏]，𝑓 %," 𝑥 在 𝑎, 𝑏 内存在，则插值余项满足：

𝑅% 𝑥 =
𝑓 %," 𝜉1
𝑛 + 1 !

𝜔%," 𝑥 , ∀ 𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 , 𝜉1∈ 𝑎, 𝑏

其中 𝜉1依赖于 𝑥， 𝜔%," 𝑥 = 𝑥 − 𝑥! (𝑥 − 𝑥")⋯ (𝑥 − 𝑥%).
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误差估计



证明：由插值条件知：𝑅% 𝑥' = 0, 𝑖 = 0,1,2⋯ , 𝑛.可设：

𝑅% 𝑥 = 𝐾 𝑥 𝜔%,"(𝑥)

对 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏](𝑥 ≠ 𝑥')，构造辅助函数：

𝜑 𝑡 ≔ 𝑅% 𝑡 − 𝐾 𝑥 𝜔%," 𝑡 = 𝑓 𝑡 − 𝐿% 𝑡 − 𝐾 𝑥 𝜔%," 𝑡 ,

𝜑 𝑡 在 𝑎, 𝑏 有 𝑛 + 2个互不相同的零点：𝑥, 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥%
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𝜑00(𝑡)在 (𝑎, 𝑏)内至少有 𝑛个不同的零点

𝜑(%,")(𝑡)在 (𝑎, 𝑏)内至少有 1个零点： ∃ 𝜉1 ∈ 𝑎, 𝑏 , 使 𝜑 %," 𝜉1 = 0.
⋯

由罗尔定理得： 𝜑0(𝑡)在 (𝑎, 𝑏)内至少有 𝑛 + 1个不同的零点



因为
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= 𝑓(%,") 𝑡 − 𝐿%
%," (𝑡) − 𝐾 𝑥 𝑛 + 1 !

𝜑 %," 𝑡 = 𝑅%
%," 𝑡 − 𝐾 𝑥 𝜔%,"

%," (𝑡)

= 𝑓(%,") 𝑡 − 𝐾 𝑥 𝑛 + 1 !

所以

𝐾 𝑥 =
𝑓 %," (𝜉1)
𝑛 + 1 !

，则 𝑅% 𝑥 =
𝑓 %," 𝜉1
𝑛 + 1 !

𝜔%," 𝑥 .
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注记：1.插值余项公式要求：

𝑓 𝑥 ∈ 𝐶8[𝑎, 𝑏]

2. 𝜉9难确定，可求插值余项的误差限：

若𝑀8:; = max
<=9=>

|𝑓 8:; (𝑥)|，则 𝑅8 𝑥 ≤
𝑀8:;

𝑛 + 1 !
>
4?@

8

|𝑥 − 𝑥4|



例2 例1用Lagrange插值法（𝑛 = 1, 2）计算 ln 0.54时的误差.

解：由于 𝑓 % 𝑥 = −1 %𝑥&% = 𝑥&%，

(1)一次多项式：取 𝑥! = 0.5, 𝑥" = 0.6，那么

𝑅" 0.54 ≤
max

!.5616!.7
𝑥&#

2!
0.54 − 0.5 0.54 − 0.6 ≤ 0.048

(2)二次多项式：取 𝑥! = 0.4, 𝑥" = 0.5, 𝑥# = 0.6，那么

𝑅" 0.54 ≤
max

!.8616!.7
𝑥&9

3!
0.54 − 0.4 0.54 − 0.5 (0.54 − 0.6) ≤ 0.000875
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例3 已知函数 𝑓 𝑥 =
1

1 + 𝑥#
，在插值区间 [�5,5]取等距节点，画 𝐿% 𝑥 的图像.
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例4 已知 𝑓 𝑥 ∈ 𝐶# 𝑎, 𝑏 ，𝑀# = max
1∈[<,=]

𝑓′′(𝑥)，证明：

max
1∈[<,=]

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑎 +
𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑥 − 𝑎 ≤

1
8
𝑀# 𝑏 − 𝑎 #.

证明： 𝐿$ 𝑥 = 𝑓 𝑎 + % & '% (
&'(

𝑥 − 𝑎 是 𝑓 𝑥 在 𝑥 = 𝑎, 𝑏两点处的Lagrange插值多项式，

22

max
)∈[(,&]

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑎 +
𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎

𝑏 − 𝑎 𝑥 − 𝑎 = max
)∈[(,&]

𝑓 𝑥 − 𝐿$(𝑥)

≤
𝑀.

2 max
)∈[(,&]

𝑥 − 𝑎 𝑥 − 𝑏 ≤
1
8𝑀. 𝑏 − 𝑎 ..



性质一：𝑛次插值多项式对次数小于等于 𝑛的多项式函数是精确成立的：

𝐿% 𝑥 = 𝑓 𝑥 , 若𝑓 𝑥 ∈ 𝐻% 𝑥 .

性质二：设 𝑓 𝑥 = 𝑥?, 𝑚 ≤ 𝑛，则

𝑅% 𝑥 = 𝑥? −F
+-!

%

𝑥+? 𝑙+ 𝑥 = 0，所以 𝑥? = F
+-!

%

𝑥+? 𝑙+ 𝑥

特别的，当𝑚 = 0时，
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Lagrange插值基函数的性质

?
/01

2

𝑙/ 𝑥 = 1



例5 设 𝑙+ 𝑥 是插值节点 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥5下的Lagrange插值基函数，证明：

F
+-!

5

𝑥+ − 𝑥 #𝑙+ 𝑥 = 0.

证明：由于

F
+-!

5

𝑥+ − 𝑥 #𝑙+ 𝑥 = F
+-!

5

𝑥+#𝑙+ 𝑥 − 2𝑥F
+-!

5

𝑥+𝑙+ 𝑥 + 𝑥#F
+-!

5

𝑙+(𝑥)

24

= 𝑥# − 2𝑥# + 𝑥# = 0
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思考：若增加一个节点时，Lagrange 插值多项式怎么变？

每个 𝑙A 𝑥 均需重新计算，计算量巨大，怎么办？



目标：设计可逐次生成插值多项式的方法，即

𝑃%," 𝑥 = 𝑃% 𝑥 + 𝑎%,"𝑢%," 𝑥 ,

其中 𝑃%," 𝑥 和 𝑃% 𝑥 分别是 𝑛 + 1次和 𝑛次插值多项式.

考虑：当 𝑛 = 1时，已知 𝑃" 𝑥! = 𝑦!, 𝑃" 𝑥" = 𝑦"，则有

𝑃" 𝑥 = 𝑦! +
𝑓 𝑥" − 𝑓 𝑥!

𝑥" − 𝑥!
𝑥 − 𝑥!

将 𝑃" 𝑥 看成零次插值 𝑃! 𝑥 = 𝑦!的修正，即 𝑃" 𝑥 = 𝑃! 𝑥 + 𝑎"(𝑥 − 𝑥!).
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4.2 Newton插值法

点斜式：



当 𝑛 = 2时，已知 𝑃# 𝑥! = 𝑦!, 𝑃# 𝑥" = 𝑦", 𝑃# 𝑥# = 𝑦#，构造

𝑃# 𝑥 = 𝑃" 𝑥 + 𝑎#(𝑥 − 𝑥!)(𝑥 − 𝑥")

则只需满足 𝑃# 𝑥# = 𝑦#即可，由此可得

𝑎# =
𝑃# 𝑥# − 𝑃" 𝑥#
(𝑥# − 𝑥!)(𝑥# − 𝑥")

=

𝑓 𝑥# − 𝑓 𝑥!
𝑥# − 𝑥!

− 𝑓 𝑥" − 𝑓 𝑥!
𝑥" − 𝑥!

𝑥# − 𝑥"

可见 𝑃# 𝑥 = 𝑃! 𝑥 + 𝑎" 𝑥 − 𝑥! + 𝑎# 𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥" .
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猜想： 𝑃% 𝑥 = 𝑃%&"(𝑥) + 𝑎% 𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥" ⋯(𝑥 − 𝑥%&")

= 𝑎! ⋅ 1 + 𝑎" 𝑥 − 𝑥! +⋯+ 𝑎% 𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥" ⋯(𝑥 − 𝑥%&")

𝑃# 𝑥 = 𝑃" 𝑥 + ?



设插值节点为 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥%，Newton插值法采用的基函数为：

𝜔! 𝑥 = 1

𝜔" 𝑥 = 𝑥 − 𝑥!

𝜔# 𝑥 = 𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥"
⋯

𝜔% 𝑥 = 𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥" ⋯(𝑥 − 𝑥%&")

并称𝑁& 𝑥 = C
'(#

&

𝑎'𝜔' 𝑥 为𝐍𝐞𝐰𝐭𝐨𝐧插值多项式，其中𝑎&为差商（均差）.
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优势：增加一个插值节点时， Newton插值多项式仅增加一项：

𝑁2 𝑥 = 𝑁2'$ 𝑥 + 𝑎2𝜔2 𝑥



函数 𝑓 𝑥 关于点 𝑥', 𝑥@的一阶差商：𝑓 𝑥', 𝑥@ =
𝑓 𝑥@ − 𝑓 𝑥'

𝑥@ − 𝑥'

函数 𝑓 𝑥 关于点 𝑥', 𝑥@, 𝑥+的二阶差商：𝑓 𝑥', 𝑥@, 𝑥+ =
𝑓[𝑥@, 𝑥+] − 𝑓[𝑥', 𝑥@]

𝑥+ − 𝑥'

函数 𝑓 𝑥 关于点 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥+的𝑘阶差商：

𝑓 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥+ =
𝑓[𝑥", 𝑥#, ⋯ , 𝑥+] − 𝑓[𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥+&"]

𝑥+ − 𝑥!
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差商的定义



性质一：差商可表示为函数值的线性组合，

𝑓 𝑥1, 𝑥$, ⋯ , 𝑥/ =?
301

/
𝑓 𝑥3

𝑥3 − 𝑥1 ⋯ 𝑥3 − 𝑥3'$ 𝑥3 − 𝑥34$ ⋯ 𝑥3 − 𝑥/
=?

301

/
𝑓 𝑥3

𝜔/4$5 (𝑥3)

可见，差商具有对称性，即差商与节点排序无关

𝑓 𝑥1, 𝑥$, ⋯ , 𝑥/ = 𝑓 𝑥3! , 𝑥3" , ⋯ , 𝑥3# ，𝑗1, 𝑗$, ⋯ , 𝑗/是 0, 1,⋯ , 𝑘的一个任意排列

性质二：若 𝑓 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上具有 𝑘阶导数，

𝑓 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥+ =
𝑓 + 𝜉
𝑘!

, ∃ 𝜉 ∈ 𝑎, 𝑏

30

差商的基本性质 思考：如何证明？
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差商表

!!!!!!

],,,,[],,,[],,[],[)(
],,,[],,[],[)(

],,[],[)(
],[)(

)(
)(

4321043214324344

32103213233

2102122

1011

00

xxxxxfxxxxfxxxfxxfxfx
xxxxfxxxfxxfxfx

xxxfxxfxfx
xxfxfx

xfx
xfx kk 四阶均差三阶均差二阶均差一阶均差

8表2-
注记：𝑓 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥+ 即为 𝑎+



由差商定义可知

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥! + 𝑓[𝑥, 𝑥!] 𝑥 − 𝑥!

𝑓 𝑥, 𝑥! = 𝑓 𝑥!, 𝑥" + 𝑓 𝑥, 𝑥!, 𝑥" 𝑥 − 𝑥"

𝑓 𝑥, 𝑥!, 𝑥" = 𝑓 𝑥!, 𝑥", 𝑥# + 𝑓[𝑥, 𝑥!, 𝑥", 𝑥#] 𝑥 − 𝑥#

⋯⋯

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥! + 𝑓 𝑥!, 𝑥" 𝑥 − 𝑥! + 𝑓 𝑥!, 𝑥", 𝑥# 𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥" +⋯
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Newton 插值公式

+𝑓 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥% 𝑥 − 𝑥! ⋯(𝑥 − 𝑥%&")

+𝑓 𝑥, 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥% 𝑥 − 𝑥! ⋯(𝑥 − 𝑥%&")(𝑥 − 𝑥%)

𝑁2 𝑥

𝑅2 𝑥



由于 𝑓 𝑥 关于 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥%的 𝑛次插值多项式存在且唯一！所以

𝑁% 𝑥 = 𝐿% 𝑥 ，且余项相同，即

𝑓 𝑥, 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥% 𝜔%," 𝑥 =
𝑓 %," 𝜉1
𝑛 + 1 !

𝜔%," 𝑥 ，𝜉1 ∈ (𝑎, 𝑏)

那么

𝑓 𝑥, 𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥% =
𝑓 %," 𝜉1
𝑛 + 1 !

，𝜉1 ∈ (𝑎, 𝑏)

性质二得证！
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Newton 插值 VS Lagrange插值 思考：优劣对比



例6 已知函数 ln 𝑥的信息如下

用Newton插值法计算 ln 0.54的近似值.

解：取 𝑥! = 0.5, 𝑥" = 0.6, 𝑥# = 0.4，差商表如图

𝑁$ 𝑥 = −0.6931 + 1.8230 𝑥 − 0.5 ,

𝑁. 𝑥 = −0.6931 + 1.8230 𝑥 − 0.5 − 2.0450 𝑥 − 0.5 𝑥 − 0.6 ,

𝑁$ 0.54 = −0.6202, 𝑁. 0.54 = −0.6152
34

𝑥 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

ln 𝑥 −0.9163 −0.6931 −0.5108 −0.3567 −0.2231

𝑥! 𝑓(𝑥!) 一阶 二阶

0.5 -0.6931

0.6 -0.5108 1.8230

0.4 -0.9163 2.0275 -2.0450

思考：如何编程实现？
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Ch2_ex6.m

可否不用 for循环？



实际中，常采用等距节点：

𝑥+ = 𝑥! + 𝑘ℎ, 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛.

定义：𝑓 𝑥 在 𝑥+处步长为 ℎ的一阶（向前）差分为：

Δ𝑓+ = 𝑓 𝑥+ + ℎ − 𝑓 𝑥+

类似的，二阶（向前）差分： Δ#𝑓+ = Δ Δ𝑓+ = Δ𝑓+," − Δ𝑓+，⋯⋯

𝒏阶（向前）差分： Δ%𝑓+ = Δ Δ%&"𝑓+ = Δ%&"𝑓+," − Δ%&"𝑓+

36

（向前）差分



定义不变算子 𝐈和位移算子 𝐄：𝐈𝑓+ = 𝑓+，𝐄𝑓+ = 𝑓+,"，那么

Δ𝑓+ = 𝑓+," − 𝑓+ = 𝐄𝑓+ − 𝐈𝑓+ = (𝐄 − 𝐈)𝑓+

Δ2𝑓/ = 𝐄 − 𝐈 2𝑓/ = ?
!01

2

−1 ! 𝑛
𝑖 𝐄2'! 𝑓/ =?

!01

2

−1 ! 𝑛 𝑛 − 1 ⋯(𝑛 − 𝑖 + 1)
𝑖! 𝑓24/'!

反之，

𝑓24/ = 𝐄2𝑓/ = 𝐈 + Δ 2𝑓/ = ?
!01

2
𝑛
𝑖 Δ! 𝑓/ =?

!01

2
𝑛 𝑛 − 1 ⋯(𝑛 − 𝑖 + 1)

𝑖! Δ!𝑓/
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𝑓 𝑥+, 𝑥+," =
𝑓 𝑥+," − 𝑓 𝑥+

𝑥+," − 𝑥+
=
Δ𝑓+
ℎ

𝑓 𝑥+, 𝑥+,", 𝑥+,# =
𝑓[𝑥+,", 𝑥+,#] − 𝑓[𝑥+, 𝑥+,"]

𝑥+,# − 𝑥+
=
1
2
Δ#𝑓+
ℎ#

𝑓 𝑥+, 𝑥+,", 𝑥+,#, 𝑥+,9 =
𝑓[𝑥+,", 𝑥+,#, 𝑥+,9] − 𝑓[𝑥+, 𝑥+,", 𝑥+,#]

𝑥+,9 − 𝑥+
=
1
3!
Δ9𝑓+
ℎ9

推论：𝑓 𝑥+, 𝑥+,", ⋯ , 𝑥+,? =
1
𝑚!
Δ?𝑓+
ℎ?
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差分、差商与导数 Δ6𝑓/ = 𝑚! ℎ6𝑓 𝑥/ , 𝑥/4$, ⋯ , 𝑥/46

= 𝑚! ℎ6
𝑓 6 𝜉)
𝑚!

= ℎ6𝑓 6 𝜉) , 𝜉) ∈ (𝑥/ , 𝑥/46)
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差分形式的 Newton 插值

𝑁% 𝑥 = 𝑁% 𝑥! + 𝑡ℎ = 𝑎!𝜔! 𝑥 + 𝑎"𝜔" 𝑥 +⋯+ 𝑎%𝜔%(𝑥)

= 𝑓! +
𝑡
1!
Δ𝑓! +

𝑡 𝑡 − 1
2!

Δ#𝑓! +⋯+
𝑡 𝑡 − 1 ⋯ 𝑡 − 𝑛 + 1

𝑛!
Δ%𝑓!

𝑎+ = 𝑓[𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥+] =
Δ+𝑓!
𝑘! ℎ+

𝜔+ = 𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥" ⋯ 𝑥 − 𝑥+&" = 𝑡 𝑡 − 1 ⋯ 𝑡 − 𝑘 + 1 ℎ+ (𝑥 = 𝑥! + 𝑡ℎ)

𝑅% 𝑥 =
𝑓 %," 𝜉1
𝑛 + 1 !

𝑡 𝑡 − 1 ⋯ 𝑡 − 𝑛 ℎ%,"，𝜉 ∈ (𝑥!, 𝑥%)
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例7 已知 cos 𝑥在等距节点0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5处的函数值，用4次Newton插

值公式计算 cos 0.048 的近似值并估计误差.

解：

87758.050.0
4348.0

00920.092106.040.0
00035.003428.0

00010.000955.095534.030.0
00002.000025.002473.0

00012.000980.098007.020.0
00013.001493.0

00993.099500.010.0
00500.0

00000.100.0
)(

32表
5432

-
-

-
-

--
-

-
-

-

DDDDD

-

fffffxfx kk

差分表

𝑥 = 0.048, 𝑡 =
𝑥 − 𝑥#
ℎ

= 0.48

cos 0.048 ≈ 𝑁) 0.048 = 0.9984

𝑅) 0.048 ≤
ℎ* max

+∈[#,#.*]
sin 𝑥

5! |𝑡 𝑡 − 1 ⋯(𝑡 − 4)|

≤ 1.3433×1012

思考：如何编程实现？(Ch2_ex7.m)
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知识拓展——差分

一阶向前差分为：Δ𝑓+ = 𝑓 𝑥+ + ℎ − 𝑓 𝑥+ ，Δ%𝑓+ = Δ%&"𝑓+," − Δ%&"𝑓+

一阶向后差分为：∇𝑓+ = 𝑓 𝑥+ − 𝑓 𝑥+ − ℎ ， ∇%𝑓+ = ∇%&"𝑓+ − ∇%&"𝑓+&"

一阶中心差分为：𝛿𝑓+ = 𝑓 𝑥+ +
A
#
− 𝑓 𝑥+ −

A
#
，𝛿%𝑓+ = 𝛿%&"𝑓+,!"

− 𝛿%&"𝑓+&!"

应用：有限差分方法⟹微分方程数值求解



小结
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多项式插值

Lagrange插值

系数 𝒚𝒌，基函数 𝒍𝒌(𝒙)

Newton插值

插值余项

系数 𝒂𝒌，基函数𝝎𝒌(𝒙)



习题与编程题见课程网页：
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