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——Gauss求积公式、重积分与数值微分



对机械求积公式

!
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈(

#$%

&

𝐴#𝑓(𝑥#)

一般取等距节点，然后确定系数 𝐴#，然后得到代数精度至少为 𝑛的求积公式.

若 𝐴#，𝑥#未知，则有 2𝑛 + 2个未知参数，将

𝑓 = 1, 𝑥, 𝑥', ⋯ , 𝑥'&()

代入使其精确成立，则可构造代数精度至少为 2𝑛 + 1的求积公式！
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一、知识回顾

思考：代数精度能再提高吗？
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例1 确定 𝑥%, 𝑥), 𝐴%, 𝐴)，使下式具有尽可能高的代数精度.

!
*)

)
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ 𝐴%𝑓 𝑥% + 𝐴)𝑓 𝑥)

解：令求积公式对 𝑓 𝑥 = 1, 𝑥, 𝑥', 𝑥+精确成立，则

𝐴% + 𝐴) = 2
𝐴%𝑥% + 𝐴)𝑥) = 0

𝐴%𝑥%' + 𝐴)𝑥)' =
2
3

𝐴%𝑥%+ + 𝐴)𝑥)+ = 0

，求得 𝑥% = −
3
3
, 𝑥)=

3
3
, 𝐴% = 𝐴) = 1

对 𝑓 𝑥 = 𝑥,不成立，故代数精度为 3



考虑机械带权求积公式

!
!

"
𝜌(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈(

#$%

&

𝐴#𝑓 𝑥#

定义：若有 𝑥# ∈ 𝑎, 𝑏 与𝐴#，使上述公式代数精度为 2𝑛 + 1，则称 𝑥#为高斯点，

𝐴#为高斯系数，求积公式为高斯(Gauss)型求积公式.
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二、Gauss型求积公式

注记：1.上述求积公式最少具有 2𝑛 + 1次代数精度
2. Gauss型求积公式在机械求积公式中代数精度最高



如何计算 𝑥!和 𝐴!？

方法一：解非线性方程组

方法二：

（1）找 Gauss点 𝑥!（如何找？）

（2）解线性方程组确定 Gauss系数 𝐴!（较容易）
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定理：插值型求积公式中的节点 𝑥# 𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛 是Gauss点的充要条件为：

𝜔&() = 𝑥 − 𝑥% 𝑥 − 𝑥) ⋯ 𝑥 − 𝑥& 与任意次数不超过 𝑛的多项式 𝑃 𝑥 都

关于权函数 𝜌 𝑥 正交，即

推论：设 𝑃% 𝑥 , 𝑃) 𝑥 ,⋯ , 𝑃& 𝑥 ,⋯是 𝑎, 𝑏 上带权 𝜌 𝑥 正交的多项式族，

则 Gauss点即为 𝑷𝒏(𝟏 𝒙 的零点.
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2.1 Gauss点

!
!

"
𝜌 𝑥 𝑃 𝑥 𝜔&()(𝑥) 𝑑𝑥 = 0



（1）求出 𝜔&() 𝑥 的表达式（利用与 1, 𝑥, 𝑥', ⋯ , 𝑥&带权正交）

（2）计算其零点

（3）计算 Gauss系数
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2.2 Gauss型求积公式的计算

Gauss系数计算方法：

法1：将 1, 𝑥, 𝑥!, ⋯ , 𝑥"代入并解方程

法2：𝐴# = (
$

%
𝜌 𝑥 𝑙#(𝑥) 𝑑𝑥

Gauss点的两种特殊情形：

（1） 𝑎, 𝑏 = −1,1 ，𝜌 𝑥 = 1

Gauss点为 Legendre多项式的零点

（2） 𝑎, 𝑏 = −1,1 ，𝜌 𝑥 = 1/ 1 − 𝑥!

Gauss点为 Chebyshev多项式的零点
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例1 确定 𝑥%, 𝑥), 𝐴%, 𝐴)，使下式具有尽可能高的代数精度

!
%

)
𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ 𝐴%𝑓 𝑥% + 𝐴)𝑓 𝑥)

解：设 𝜔 𝑥 = 𝑥 − 𝑥% 𝑥 − 𝑥) = 𝑥' + 𝑎𝑥 + 𝑏，由正交性可得

!
%

)
𝑥 𝜔 𝑥 𝑑𝑥 = 0，!

%

)
𝑥 𝑥𝜔 𝑥 𝑑𝑥 = 0

可得 𝜔 𝑥 = 𝑥' − )%
/ 𝑥 +

0
')，零点为 𝑥% = 0.289949，𝑥) = 0.821162

2
3
= !

%

)
𝑥 ⋅ 1 𝑑𝑥 = 𝐴% + 𝐴)，

2
5
= !

%

)
𝑥 ⋅ 𝑥𝑑𝑥 = 𝐴%𝑥% + 𝐴)𝑥)

解得：𝐴% ≈ 0.277556，𝐴) ≈ 0.389111.



设 𝐻'&() 𝑥 是 𝑓 𝑥 在 𝑥# 𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛 上的 2𝑛 + 1次Hermite插值多项式

𝐻'&() 𝑥# = 𝑓 𝑥# ，𝐻'&()1 𝑥# = 𝑓′(𝑥#)
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2.3 余项公式

𝑓 𝑥 = 𝐻'&() 𝑥 +
𝑓 '&(' 𝜉
2𝑛 + 2 !

𝜔&()' (𝑥)

(
$

%
𝜌(𝑥)𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = (

$

%
𝜌(𝑥)𝐻!"&' 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑅" 𝑓 =6

#()

"

𝐴#𝐻!"&'(𝑥#) + 𝑅" 𝑓

𝑅" 𝑓 =
𝑓 !"&! 𝜂
2𝑛 + 2 ! ($

%
𝜌 𝑥 𝜔"&'! (𝑥)𝑑𝑥，𝜂 ∈ (𝑎, 𝑏)



收敛性：当 𝑎, 𝑏为有限数，且 𝑓 𝑥 ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏 ，

lim
&→3

(
#$%

&

𝐴#𝑓(𝑥#) = !
!

"
𝜌 𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

稳定性：令 𝑓 𝑥 = 𝑙#' 𝑥 = N
4$%
456

&
𝑥 − 𝑥4
𝑥# − 𝑥4

'

!
!

"
𝜌 𝑥 𝑙#'(𝑥) 𝑑𝑥 =(

6$%

&

𝐴6𝑙#'(𝑥6) = 𝐴# > 0
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2.4 收敛性与稳定性



Gauss-Legendre (G-L)求积公式

积分区间： −1,1 ，权函数： 𝜌 𝑥 = 1

Gauss点：Legendre多项式 𝑃!"# 𝑥 的零点

G − L公式：*
$#

#
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈0

%&'

!

𝐴%𝑓(𝑥%)
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2.5 Gauss-Legendre求积公式



（1）𝑛 = 0，𝑃) 𝑥 = 𝑥，则 Gauss点：0，将 𝑓 𝑥 = 1代入，得 𝐴% = 2

（2）𝑛 = 1，𝑃' 𝑥 =
1
2
3𝑥' − 1 ，则 Gauss点：±

3
3

将 𝑓 𝑥 = 1, 𝑥代入，得 𝐴% = 𝐴) = 1

11

!
*)

)
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈ 2𝑓(0)

!
*)

)
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈ 𝑓 −

3
3

+ 𝑓
3
3



（3）𝑛 = 2，𝑃+ 𝑥 =
1
2
5𝑥+ − 3𝑥 ，则 Gauss点：0，±

15
5

将 𝑓 𝑥 = 1, 𝑥, 𝑥'代入，得 𝐴% =
5
9
，𝐴) =

8
9
，𝐴' =

5
9

12

!
*)

)
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈

5
9
𝑓 −

15
5

+
8
9
𝑓 0 +

5
9
𝑓

15
5

思考： 𝑛 ≥ 3如何求？



G-L公式余项：

一般区间 𝑎, 𝑏 上的G-L公式：

变量替换 𝑥 =
𝑏 − 𝑎
2

𝑡 +
𝑏 + 𝑎
2
，令 𝑔 𝑡 = 𝑓

𝑏 − 𝑎
2

𝑡 +
𝑏 + 𝑎
2
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𝑅 𝑓 =
𝑓 !"#! (𝜂)
(2𝑛 + 2)!

+
$%

%
,𝑃"#%! (𝑥) 𝑑𝑥 =

2!"#& 𝑛 + 1 ! '

2𝑛 + 3 2𝑛 + 2 ! &
𝑓 !"#! 𝜂 ，𝜂 ∈ (−1,1)

!
!

"
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏 − 𝑎
2

!
*)

)
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 ≈

𝑏 − 𝑎
2

(
#$%

&

𝐴#𝑔(𝑡#)
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例2 用三点G-L公式计算定积分

!
%

7
'
𝑥' cos 𝑥 𝑑𝑥

解：设 𝑥 =
𝜋
4
𝑡 +

𝜋
4
，令 𝑔 𝑡 =

𝜋'

16
𝑡 + 1 ' cos

𝜋
4
(𝑡 + 1)

!
%

7
'
𝑥' cos 𝑥 𝑑𝑥 =

𝜋
4
!
*)

) 𝜋'

16
𝑡 + 1 ' cos

𝜋
4
(𝑡 + 1) 𝑑𝑡

≈
𝜋
4
5
9
𝑔 −

15
5

+
8
9
𝑔 0 +

5
9
𝑔

15
5

≈ 0.4672



积分区间： −1,1 ，权函数：𝜌 𝑥 =
1

1 − 𝑥'

Gauss点：Chebyshev多项式 𝑇&() 𝑥 的零点 𝑥# = cos
2𝑖 + 1
2𝑛 + 2𝜋 (𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛)

G − C公式：!
*)

) 1
1 − 𝑥'

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈
𝜋

𝑛 + 1
(
#$%

&

𝑓(𝑥#)
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2.6 Gauss-Chebyshev求积公式



G-C公式余项：

16

𝑅 𝑓 =
2𝜋

2'&(' 2𝑛 + 2 !
𝑓 '&(' (𝜂)，𝜂 ∈ (−1,1)

𝑛 = 0，(
*'

' 1
1 − 𝑥!

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈ 𝜋𝑓(0)

𝑛 = 1，(
*'

' 1
1 − 𝑥!

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈
𝜋
2
𝑓 −

2
2

+ 𝑓
2
2

𝑛 = 2，(
*'

' 1
1 − 𝑥!

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≈
𝜋
3 𝑓 −

3
2 + 𝑓 0 + 𝑓

3
2
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例3 用五点G-C公式计算反常积分并估计误差

!
*)

) 𝑒8

1 − 𝑥'
𝑑𝑥

解：!
*)

) 𝑒8

1 − 𝑥'
𝑑𝑥 ≈

𝜋
5
(
#$%

,

𝑒 9:; '#*)'&('7 ≈ 3.9775

误差为： 𝑅 𝑓 ≤
2𝜋

2'&(' 2𝑛 + 2 !
𝑓 '&(' 𝜂 3 =

2𝜋
2)%×10!

𝑒 ≤ 4.6×10*/

思考：如何编程？ CH4_5ex3.m



（1）Gauss-Laguerre求积公式

积分区间：[0, +∞]，权函数： 𝜌 𝑥 = 𝑒"#

（2） Gauss-Hermite求积公式

积分区间：[−∞,+∞]，权函数： 𝜌 𝑥 = 𝑒"#(
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2.7 无穷区间的 Gauss公式



优点：

（1）精度高（2）可计算反常积分

缺点：

增加节点时，需重新计算Gauss点与Gauss系数

建议：

实际中可使用复化的Gauss型求积公式来提高精度
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2.8 Gauss型求积公式的注记



考虑二重积分如何数值求解

`
<

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑠，Ω ⊆ ℝ'

求解思路：先累次积分，再数值积分（为提高精度，可用复化求积公式）
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三、二重积分

$
!

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑠 = .
"

#
.
$

%
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 $

!

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑠 = .
"

#
.
&!(()

&"(()
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥

$
!

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑠 = .
"

#
.
(!(&)

("(&)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦
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例4 用两点G-L求积公式计算二重积分

`
<

(𝑥' + 2𝑦') 𝑑𝑠，Ω = −1,1 ×[−1,1]

解：`
<

𝑥' + 2𝑦' 𝑑𝑠 = !
*)

)
!
*)

)
(𝑥'+2𝑦') 𝑑𝑦 𝑑𝑥

令 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥' + 2𝑦'，则

+
$%

%
+
$%

%
(𝑥!+2𝑦!) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 ≈ +

$%

%
𝑓 𝑥, −

3
3

+ 𝑓 𝑥,
3
3

𝑑𝑥 = +
$%

%
2𝑥! +

4
3
𝑑𝑥 = 4



已知 𝑓 𝑥 在 𝑎 ≤ 𝑥% < 𝑥) < ⋯ < 𝑥& ≤ 𝑏的函数值，对 𝑎, 𝑏 内任意一点，如何计

算该点的导数值？

基本思想：函数值的线性组合近似导数值

（1）插值多项式近似

构造插值多项式 𝑃& 𝑥 近似 𝑓(𝑥)，然后 𝑓1(𝑥) ≈ 𝑃&′(𝑥)

（2）差商近似

22

四、数值微分
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插值多项式近似的余项

节点 𝑥#处的余项

𝑓) 𝑥 − 𝑃") 𝑥 =
𝑓 "#% 𝜉*
𝑛 + 1 !

9
+,-

"

𝑥 − 𝑥+

)

+
1

𝑛 + 1 !
9
+,-

"

𝑥 − 𝑥+
𝑑
𝑑𝑥
𝑓 "#% (𝜉*)

𝑓1 𝑥# − 𝑃&1 𝑥# =
𝑓 &() 𝜉
𝑛 + 1 !

N
6$%,65#

&

𝑥# − 𝑥6



24

节点 𝑥%, 𝑥)，步长 ℎ = 𝑥) − 𝑥%

𝑃) 𝑥 =
𝑥 − 𝑥)
𝑥% − 𝑥)

𝑓 𝑥% +
𝑥 − 𝑥%
𝑥) − 𝑥%

𝑓 𝑥) =
− 𝑥 − 𝑥) 𝑓 𝑥% + 𝑥 − 𝑥% 𝑓(𝑥))

ℎ

𝑓1 𝑥% =
1
ℎ
𝑓 𝑥) − 𝑓 𝑥% −

ℎ
2
𝑓′′(𝜉%)

4.1 两点公式

𝑓1 𝑥) =
1
ℎ
𝑓 𝑥) − 𝑓 𝑥% +

ℎ
2
𝑓′′(𝜉))
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步长 ℎ，节点𝑥# = 𝑥% + 𝑖ℎ，𝑖 = 0,1,2

𝑃! 𝑥 =
(𝑥 − 𝑥')(𝑥 − 𝑥!)
(𝑥) − 𝑥')(𝑥) − 𝑥!)

𝑓 𝑥) +
(𝑥 − 𝑥))(𝑥 − 𝑥!)
(𝑥' − 𝑥))(𝑥! − 𝑥!)

𝑓 𝑥' +
(𝑥 − 𝑥))(𝑥 − 𝑥')
(𝑥! − 𝑥))(𝑥! − 𝑥')

𝑓 𝑥!

𝑓1 𝑥% =
1
2ℎ

−3𝑓 𝑥% + 4𝑓 𝑥) − 𝑓(𝑥') +
ℎ'

3
𝑓(+)(𝜉%)

4.2 三点等距公式

𝑓1 𝑥) =
1
2ℎ

−𝑓 𝑥% + 𝑓(𝑥') −
ℎ'

6
𝑓(+)(𝜉))

𝑓1 𝑥' =
1
2ℎ

𝑓 𝑥% − 4𝑓 𝑥) + 3𝑓(𝑥') +
ℎ'

3
𝑓(+)(𝜉')

思考：如何近似高阶导数？
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𝑓 𝑥 + ℎ = 𝑓 𝑥 + ℎ𝑓1 𝑥 +
1
2!
ℎ'𝑓11 𝑥 +

1
3!
ℎ+𝑓 + 𝑥 +⋯

𝑓 𝑥 − ℎ = 𝑓 𝑥 − ℎ𝑓1 𝑥 +
1
2!
ℎ'𝑓11 𝑥 −

1
3!
ℎ+𝑓 + 𝑥 +⋯

4.3 差商近似导数

向前差商：𝑓1 𝑥 =
𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥)

ℎ
+ 𝒪(ℎ)

向后差商：𝑓1 𝑥 =
𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥 − ℎ)

ℎ
+ 𝒪(ℎ)

思考：如何提高精度？
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𝑓 𝑥 + ℎ = 𝑓 𝑥 + ℎ𝑓1 𝑥 +
1
2!
ℎ'𝑓11 𝑥 +

1
3!
ℎ+𝑓 + 𝑥 +⋯

𝑓 𝑥 − ℎ = 𝑓 𝑥 − ℎ𝑓1 𝑥 +
1
2!
ℎ'𝑓11 𝑥 −

1
3!
ℎ+𝑓 + 𝑥 +⋯

中心差分：𝑓1 𝑥 =
𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥 − ℎ)

2ℎ + 𝒪(ℎ')
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外推技巧：

𝐺* ℎ =
4*𝐺*+,

ℎ
2 − 𝐺*+, ℎ

4* − 1 ，𝑓- 𝑥 − 𝐺* ℎ = 𝒪 ℎ. */,

𝐺0(ℎ) =
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓 𝑥 − ℎ

2ℎ

求解微分方程：波动方程、热传导方程等

𝐺, ℎ ≔
4𝐺0

ℎ
2 − 𝐺0 ℎ
3

= 𝑓- 𝑥 + 𝛽,ℎ1 + 𝛽.ℎ2 +⋯



小结
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数值积分

Gauss求积公式

余项、收敛性、稳定性

重积分公式

数值微分

插值型求导公式 差商求导公式

G-L公式，G-C公式
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1、参考书目

[1]《第三种科学方法：计算机时代的科学计算》，石忠慈著，清华大学出版社，2000  

[2]《数值分析》，张平文等著，北京大学出版社，2007

[3]《数值分析》，冯烟利等译，高等教育出版社，2005

2、网络学习资源

(1) https://www.icourse163.org/course/NEU-1002089009?from=searchPage《数值分析》精品课程

(2) https://uk.mathworks.com/help/pdf_doc/matlab/getstart.pdf ( MATLAB入门 )

(3) https://www.icourse163.org/course/CSU-1002475002?from=searchPage《科学计算与MATLAB语

言》精品课程

3、拓展性参考文献

[1] D. Liu et. al, The existence and numerical method for a free boundary problem modeling the ductal carcinoma in situ, 

Applied Mathematics Letters 121(107378), 2021.


