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一、
问
题
引
入

山峦高峰

最高时速

盆地低谷



𝑓 𝑥 = 0，𝑥 ∈ ℝ，𝑓 𝑥 ∈ C[𝑎, 𝑏]

（1）代数方程（ 𝑎!𝑥" + 𝑎#𝑥"$# +⋯+ 𝑎"$#𝑥 + 𝑎" = 0）

线性方程直接求解，二次方程有求根公式

三次及以上方程难求解

（2）超越方程（无法用自变量的多项式或开方表示，如：𝑒$% sin 𝑥 = 0）

无法直接求解
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二、问题剖析

注记：实际中的方程问题通常迭代法数值求解



（1）根的重数

若 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝑥∗ ' ⋅ 𝑔 𝑥 且 𝑔(𝑥∗) ≠ 0，则 𝑥∗ 为 𝑓 𝑥 = 0的𝒎重根

（2）有解区间

若 𝑎, 𝑏 上至少有 𝑓 𝑥 = 0的一个实根，则 𝑎, 𝑏 为有解区间

本章内容：在有解区间中寻找方程的近似解
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基本概念



介值定理：若 𝑓 𝑥 ∈ C[𝑎, 𝑏]，且 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 < 0，则 ∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏)，使 𝑓 𝜉 = 0

二分法思路：不断二分有根区间，直至有根区间长度足够小为止
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三、二分法

𝑎
𝑎!

𝑥∗ 𝑥#

𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑦

𝑥
𝑏

𝑏!
0

第一步：找到 𝑎, 𝑏 并取中点 𝑥!将其二分

第二步：确定新有根区间 𝑎#, 𝑏# 并二分

第 𝑛步：近似解 𝑥∗ ∈ [𝑎", 𝑏"]且 𝑎" − 𝑏" < 𝜀

⋯

思考：有何优缺点？



已知 𝑓 𝑥 ∈ C[𝑎, 𝑏]，且 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 < 0

记 𝑎/, 𝑏/ 为第 𝑘步的有解区间，中点为 𝑥/ = 0.5(𝑎/ + 𝑏/)，则

𝑥/ − 𝑥∗ ≤
𝑏/ − 𝑎/

2
=
𝑏/$# − 𝑎/$#

4
= ⋯ =

𝑏# − 𝑎#
2/

所以
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3.1 收敛性分析

收敛性： 𝑥/ − 𝑥∗ ≤
𝑏 − 𝑎
2/0#

→ 0(𝑘 → +∞)



例1 求 𝑓 𝑥 = 𝑥1 − 𝑥 − 1 = 0在 1,2 内的实根. 

解：由 𝑓 1 = −1，𝑓 2 = 5可知 𝑓 𝑥 在 1,2 内含实根
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Ch7_1ex1_bisection.m



定义：构造 𝑓 𝑥 = 0的等价方程：𝑥 = 𝜑 𝑥 ，若 𝑓 𝑥∗ = 0 ⟺ 𝑥∗ = 𝜑(𝑥∗)，

则称 𝑥∗ 为 𝜑 𝑥 的一个不动点.

构造算法：

几何意义：曲线 𝑦 = 𝜑 𝑥 与直线 𝑦 = 𝑥的交点
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四、不动点迭代

𝑥$%& = 𝜑(𝑥$)

𝑓 𝑥 零点 𝜑 𝑥 不动点

注记：𝜑 𝑥 决定收敛性！
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𝑥∗ 𝑥!

𝑦 = 𝜑(𝑥)

𝑦

𝑥0

𝑦 = 𝑥

𝑥#𝑥$

𝑃!
𝑄"

𝑃"𝑃∗
𝑄$

𝑥!

𝑦 = 𝜑(𝑥)

𝑦

𝑥0

𝑦 = 𝑥

𝑥#

𝑃!𝑄"

𝑃"

𝑄$

𝑥∗

𝑃∗



定理：若 𝜑 𝑥 连续且迭代数列满足

lim
/→06

𝑥/ = 𝑥∗

则不动点迭代收敛，且 𝑥∗ 为 𝑓 𝑥 = 0的解.

证明：

𝑥∗ = lim
$→%)

𝑥$%& = lim
$→%)

𝜑(𝑥$) = 𝜑 lim
$→%)

𝑥$ = 𝜑(𝑥∗)
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4.1 收敛性分析



定理：若 𝜑 𝑥 ∈ C 𝑎, 𝑏 且

（1）对 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]，有 𝜑 𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏

（2）∃ 𝐿 ∈ (0,1)，使得 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑎, 𝑏 有

𝜑 𝑥 − 𝜑 𝑦 ≤ 𝐿 𝑥 − 𝑦 （Lipschitz条件）

则 𝜑 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上存在唯一的不动点 𝑥∗
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4.2 存在唯一性
提示：|𝑥!∗ − 𝑥#∗| = |𝜑 𝑥!∗ − 𝜑 𝑥#∗ |

≤ 𝐿 𝑥!∗ − 𝑥#∗ < 𝑥!∗ − 𝑥#∗



定理：若 𝜑 𝑥 ∈ C 𝑎, 𝑏 且

（1）对 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]，有 𝜑 𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏

（2）∃ 𝐿 ∈ (0,1)，使得 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑎, 𝑏 有

𝜑 𝑥 − 𝜑 𝑦 ≤ 𝐿 𝑥 − 𝑦

则 ∀𝑥! ∈ 𝑎, 𝑏 ，迭代 𝑥/0# = 𝜑 𝑥/ 收敛，且

𝑥/ − 𝑥∗ ≤
𝐿

1 − 𝐿
𝑥/ − 𝑥/$# ≤

𝐿/

1 − 𝐿
|𝑥# − 𝑥!|
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4.3 收敛性定理
提示：

1. 𝑥% − 𝑥∗ = 𝜑 𝑥%&! − 𝜑 𝑥∗ ≤ 𝐿% 𝑥# − 𝑥∗

2. |𝑥%'( − 𝑥%| ≤
)!

!&)
𝑥! − 𝑥# (𝑝 → +∞)



推论：若 𝜑 𝑥 ∈ C# 𝑎, 𝑏 且

（1）对 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]，有 𝜑 𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏

（2）对 ∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 有

𝜑′ 𝑥 ≤ 𝐿 < 1

则不动点存在唯一，且迭代收敛，有前述估计式.
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4.4 收敛性推论

注记： 𝜑 𝑥 − 𝜑 𝑦 = |𝜑′(𝜉)(𝑥 − 𝑦)| ≤ 𝐿 𝑥 − 𝑦

非充要条件！



例2 求 𝑓 𝑥 = 𝑥1 − 𝑥 − 1 = 0在 1,2 内的实根. 

解：（1）𝜑 𝑥 = 𝑥1 − 1，可得 𝜑 𝑥 ∈ 0,7

𝜑7 𝑥 = 3𝑥8，可得 𝜑7 𝑥 > 1，迭代式不一定可行！

（2）𝜑 𝑥 = ! 𝑥 + 1，可得 𝜑 𝑥 ∈ 1,2

𝜑7 𝑥 =
1
3
𝑥 + 1 $81，可得 𝜑7 𝑥 ≤

1
3

! 0.25 < 1，迭代式可用！
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思考：编程实践



定义：设 𝑥∗ 为 𝜑(𝑥)的不动点，若 ∃𝑥∗ 的 𝛿-邻域 𝑈9 %∗ = [𝑥∗ − 𝛿, 𝑥∗ + 𝛿]，

对 ∀𝑥! ∈ 𝑈9 𝑥∗ ，不动点迭代 𝑥/0# = 𝜑 𝑥/ 的点列都收敛到 𝑥∗，则称迭代

局部收敛.

定理：设 𝑥∗ 为 𝜑(𝑥)的不动点，若 𝜑(𝑥)在 𝑥∗ 的某邻域内连续，且

𝜑7 𝑥∗ < 1

则不动点迭代 𝑥/0# = 𝜑 𝑥/ 局部收敛.
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4.5 局部收敛性



定义：设不动点迭代 𝑥/0# = 𝜑 𝑥/ 收敛到 𝑥∗，记 𝑒/ = 𝑥/ − 𝑥∗，若

lim
/→06

𝑒/0#
𝑒/ : = 𝐶

其中常数 𝐶 > 0，则称该迭代为 𝑝-阶收敛.

（1）当 𝑝 = 1且 0 < 𝐶 < 1时，线性收敛

（2）当 𝑝 = 2时，二次收敛（平方收敛）

（3）当 𝑝 > 1或 𝑝 = 1且 𝐶 = 0时，超线性收敛
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4.6 收敛速度



定理：设 𝑥∗ 是 𝜑 𝑥 的不动点，若 𝜑 : 𝑥 在 𝑈9 %∗ 连续，

𝜑7 𝑥∗ = 𝜑77 𝑥∗ = ⋯ = 𝜑 :$# (𝑥∗) = 0，𝜑(:)(𝑥∗) ≠ 0

则迭代 𝑥/0# = 𝜑 𝑥/ 是 𝑝阶局部收敛的，且

lim
/→06

(𝑥/0# − 𝑥∗)
(𝑥/ − 𝑥∗):

=
𝜑 : 𝑥∗

𝑝!
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4.7 收敛阶的判断

提示：Taylor展开 𝜑 𝑥$ = 𝜑 𝑥∗ + %(&) &
'!

(𝑥$−𝑥∗)'⟹
(*()*+*∗)
(*(+*∗)&

= %(&) &
'!



例3 求 𝑓 𝑥 = 𝑥8 − 3 = 0的正根 3. 

解：（1）𝜑 𝑥 = 𝑥8 − 3 + 𝑥，可得 𝜑7 𝑥∗ = 2 3 + 1 > 1

（2）𝜑 𝑥 = 𝑥 −
𝑥8 − 3
4

，可得 𝜑7 𝑥∗ = 1 −
3
2
≈ 0.134 < 1

（3）𝜑 𝑥 =
1
2
𝑥 +

3
𝑥

，可得 𝜑7 𝑥∗ = 0，𝜑77 𝑥∗ =
1
3
≠ 0
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思考：编程对比



𝑥# = 𝜑 𝑥! ⟹ 𝑥# − 𝑥∗ = 𝜑 𝑥! − 𝜑 𝑥∗ = 𝜑′(𝜉#)(𝑥! − 𝑥∗)

𝑥8 = 𝜑 𝑥# ⟹ 𝑥8 − 𝑥∗ = 𝜑 𝑥# − 𝜑 𝑥∗ = 𝜑7 𝜉8 𝑥# − 𝑥∗

若 𝜑7 𝑥 变化不大，则假定：𝜑7 𝜉# ≈ 𝜑′(𝜉8)，那么

𝑥# − 𝑥∗

𝑥8 − 𝑥∗
≈
𝑥! − 𝑥∗

𝑥# − 𝑥∗
⟹ 𝑥∗ ≈ 𝑥! −

𝑥# − 𝑥! 8

𝑥8 − 2𝑥# + 𝑥!
≔ 𝑥̅#
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4.8 Aitken（埃特金）加速

Aitken加速：𝑥̅!"# = 𝑥! −
𝑥!"# − 𝑥! $

𝑥!"$ − 2𝑥!"# + 𝑥!



算法思想：将Aitken加速技巧与不动点迭代结合

已知：𝑦/ = 𝜑 𝑥/ ，𝑧/ = 𝜑 𝑦/

𝑥/0# = 𝑥/ −
𝑦/ − 𝑥/ 8

𝑧/ − 2𝑦/ + 𝑥/
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4.9 Steffenson（斯特芬森）加速

Steffensen加速：𝑥!"# = 𝜓 𝑥! ，𝜓(𝑥) = 𝑥 −
𝜑(𝑥) − 𝑥 $

𝜑 𝜑 𝑥 − 2𝜑(𝑥) + 𝑥



定理：（1）若 𝑥∗ 是 𝜓 𝑥 的不动点，则 𝑥∗ 是 𝜑 𝑥 的不动点

（2）若 𝑥∗ 是 𝜑 𝑥 的不动点，且 𝜑77 𝑥 存在，𝜑7 𝑥∗ ≠ 1

则 𝑥∗ 是 𝜓 𝑥 的不动点
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4.10 收敛性分析

注记：

1. 若原迭代 𝒑阶收敛，则 Steffensen迭代 𝒑 + 𝟏阶收敛

2. 原迭代不收敛，Steffensen迭代可能收敛



例4 用 Steffensen迭代法求

（1）𝑓 𝑥 = 𝑥1 − 𝑥 − 1 = 0在 1,2 的根（取 𝜑 𝑥 = 𝑥1 − 1）

（2）𝑓 𝑥 = 3𝑥8 − 𝑒% = 0在 3,4 的根（取 𝜑 𝑥 = 2 ln 𝑥 + ln 3）
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思考：编程对比直接不动点迭代

Ch7_2ex4_Steffensen.m



小结
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二分法

收敛性

不动点迭代

收敛性

存在唯一性

收敛阶

加速方法

非线性方程数值解法



习题与编程题见课程网页：
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