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——Newton法及其衍生方法与非线性方程组解法



基本思想：非线性问题 线性化

设 𝑥!是 𝑓 𝑥 = 0的近似解，将 𝑓 𝑥 在 𝑥!处 Taylor展开

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥! + 𝑓" 𝑥! 𝑥 − 𝑥! +
𝑓"" 𝜉
2!

𝑥 − 𝑥∗ $ ≈ 𝑓 𝑥! + 𝑓" 𝑥! 𝑥 − 𝑥!

由 𝑓 𝑥 = 0可得
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一、Newton法

Newton迭代法：𝑥!%& = 𝑥! −
𝑓 𝑥!
𝑓" 𝑥!

，其中𝑓" 𝑥 ≠ 0
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二、几何意义与算法

𝑦

𝑥0

𝑦 = 𝑓 𝑥

𝑥!

𝑃!

𝑥!"#
𝑥∗

𝑥!"%

𝑃!"#

注记：Newton法也称切线法；为不动点迭代

Newton法

(1) 选初值 𝑥!

(2) 若满足停止条件，则停止，否则

𝑥"#$ = 𝑥" −
𝑓 𝑥"
𝑓% 𝑥"

有哪些？

思考：优缺点？



例1 用 Newton法求 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑒- − 1 = 0的根

解：令 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝑒.-，则 𝑓" 𝑥 = 1 + 𝑒.- = 1 + 𝑥，取𝑥/ = 0.5

𝑥!%& = 𝑥! −
𝑥! −𝑒.-!
1 + 𝑥!
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思考：编程对比直接不动点迭代

𝑘 𝑥!

0

1

2

3

0.5

0.57102

0.56716

0.56714
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2.1 收敛性分析
迭代函数：

𝜑 𝑥 = 𝑥 −
𝑓(𝑥)
𝑓′(𝑥)

可知 𝜑" 𝑥∗ = 0，𝜑"" 𝑥∗ =
𝑓"" 𝑥∗

𝑓" 𝑥∗
，所以

lim
!→%1

𝑥!%& − 𝑥∗

𝑥! − 𝑥∗ $ =
𝜑"" 𝑥∗

2!
=
𝑓"" 𝑥∗

2𝑓" 𝑥∗
注记：牛顿法至少二阶局部收敛！



例2 讨论 Newton法求 𝑓 𝑥 = 𝑥$ − 𝐶 = 0 (𝐶 > 0 )的根的收敛性

解：迭代格式为

𝑥"#$ = 𝑥" −
𝑥"& − 𝐶
2𝑥"

=
1
2 𝑥" +

𝐶
𝑥"

𝑥"#$ − 𝐶 =
1
2𝑥"

𝑥" − 𝐶
&
，𝑥"#$ + 𝐶 =

1
2𝑥"

𝑥" + 𝐶
&

𝑥"#$ − 𝐶
𝑥"#$ + 𝐶

=
𝑥" − 𝐶
𝑥" + 𝐶

&

=
𝑥"'$ − 𝐶
𝑥"'$ + 𝐶

(

= ⋯ =
𝑥! − 𝐶
𝑥! + 𝐶

&&'(
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𝑥" − 𝐶 = 2 𝐶
𝑞&&

1 − 𝑞&&
𝑞 ≔

𝑥! − 𝐶
𝑥! + 𝐶

收敛
𝑞 < 1 ⟺ 𝑥! > 0

思考：

1. 𝑥! < 0 呢？

2. 重根呢？
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2.2 简化 Newton法

基本思想：用 𝑓" 𝑥/ 代替 𝑓" 𝑥! ，减少导数计算

迭代格式：

优点：只需计算一次导数

缺点：若收敛，则仅线性收敛

𝑥!"# = 𝑥! −
𝑓 𝑥!
𝑓′(𝑥$)
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2.3 Newton下山法

基本思想：局部收敛 全局收敛，即要求 𝑓 𝑥!%& < 𝑓 𝑥!

迭代格式：

𝜆为下山因子：从 𝜆 = 1开始，逐次减半，直到满足 𝑓 𝑥!%& < 𝑓 𝑥!

𝑥!"# = 𝑥! − 𝜆
𝑓 𝑥!
𝑓′(𝑥!)
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2.4 重根情形

𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝑥∗ &𝑔 𝑥 且 𝑔 𝑥∗ ≠ 0 ⟹ 𝑥∗为𝑚重零点

方法一（Newton法）：

方法二（改进 Newton法）：

𝜑 𝑥 = 𝑥 −
𝑓 𝑥
𝑓" 𝑥

，𝜑" 𝑥∗ = 1 −
1
𝑚
（线性收敛）

𝜑 𝑥 = 𝑥 −𝑚
𝑓 𝑥
𝑓" 𝑥

，𝜑" 𝑥∗ = 0（二阶收敛）

未知



9

方法三（等价方程法）：

令 𝜇 𝑥 =
𝑓 𝑥
𝑓" 𝑥

，则 𝑥∗是 𝜇 𝑥 = 0的单根

迭代函数：

𝜑 𝑥 = 𝑥 −
𝜇 𝑥
𝜇" 𝑥

= 𝑥 −
𝑓 𝑥 𝑓′(𝑥)

𝑓" 𝑥 $ − 𝑓 𝑥 𝑓′′(𝑥)

迭代格式：𝑥!%& = 𝑥! −
𝑓 𝑥! 𝑓′(𝑥!)

𝑓' 𝑥! ( − 𝑓 𝑥! 𝑓′′(𝑥!)



例3 求 𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 4𝑥$ + 4 = 0的二重根 𝑥∗ = 2

解：

（1）Newton法：𝜑& 𝑥 = 𝑥 −
𝑥$ − 2
4𝑥

（2）改进 Newton法：𝜑$ 𝑥 = 𝑥 −
𝑥$ − 2
2𝑥

（3）等价方程法：𝜑3 𝑥 = 𝑥 −
𝑥(𝑥$ − 2)
𝑥$ + 2
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Ch7_3ex3.m



11

三、割线法

算法思想：割线代替切线，避免计算导数，并保持较高收敛阶

𝑓" 𝑥! ≈
𝑓 𝑥! − 𝑓 𝑥!.&

𝑥! − 𝑥!.&

割线法（弦截法）：

𝑥!"# = 𝑥! −
𝑥! − 𝑥!)#

𝑓 𝑥! − 𝑓 𝑥!)#
𝑓(𝑥!)

𝑦

𝑥0

𝑦 = 𝑓 𝑥

𝑥!)#𝑥!𝑥∗

𝑃!)#

𝑃!

𝑥!"#

𝑃!"#

注记：线性插值
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3.1 割线法收敛性

定理：设 𝑥∗是 𝑓 𝑥 零点，𝑓 𝑥 在 𝑈4(-∗)内二阶连续可导，且 𝑓"(𝑥) ≠ 0，

若 𝑥/, 𝑥& ∈ 𝑈4 -∗ ，当 𝛿充分小，割线法 𝑝阶收敛：

𝑝 =
1 + 5
2

≈ 1.618

注： 𝑝是 𝑝$ − 𝑝 − 1 = 0正根
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四、抛物线法（M𝐮̈ller法）

算法思想：抛物线近似 𝑓(𝑥)，避免计算导数，并保持较高收敛阶
𝑦

𝑥0

𝑦 = 𝑓 𝑥

𝑥!"#𝑥!
𝑥∗

𝑦 = 𝑃%(𝑥)

𝑥!$%
𝑥!"%

注记：三点二次插值
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4.1 抛物法收敛性

抛物线方程（三点Newton插值）：

𝑃$ 𝑥 与 𝑥轴两个交点，取靠近 𝑥!作为 𝑥!%&

注：一定条件下，抛物线法 𝑝阶收敛：

𝑝 ≈ 1.840

其中 𝑝是 𝑝3 − 𝑝$ − 𝑝 − 1 = 0正根；抛物线法可求复根

𝑃$ 𝑥 = 𝑓 𝑥! + 𝑓 𝑥!, 𝑥!.& 𝑥 − 𝑥! + 𝑓[𝑥!, 𝑥!.&, 𝑥!.$](𝑥 − 𝑥!)(𝑥 − 𝑥!.&)
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五、求根问题的敏感性

问题：求 𝑓 𝑥 = 0的根

分析：若 𝑥̅满足 |𝑓 𝑥̅ | ≤ 𝜀，误差 ∆𝑥 = 𝑥̅ − 𝑥∗ ， ∆𝑦 = 𝑓 𝑥̅ − 𝑓 𝑥∗ ，则

∆𝑥
|∆𝑦|

≈
1

𝑓" 𝑥∗

∆𝑥 ≈ 𝜀/|𝑓′(𝑥∗)|，若 𝑓" 𝑥∗ 非常小，则误差 ∆𝑥 非常大

良态 病态
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六、非线性方程组数值解法

令 𝐹 𝑥 = 𝑓&, 𝑓$, ⋯ , 𝑓7 8，𝑥 = 𝑥&, 𝑥$, ⋯ , 𝑥7 8，则

𝑓& 𝑥&, 𝑥$, ⋯ , 𝑥7 = 0
𝑓$ 𝑥&, 𝑥$, ⋯ , 𝑥7 = 0

⋮
𝑓7 𝑥&, 𝑥$, ⋯ , 𝑥7 = 0

可简化为 𝐹 𝑥 = 0

注记：1. 𝐹 𝑥 在 𝑥∗连续 lim
-→-∗

𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥∗)

2. 𝐹 𝑥 在 D ⊆ ℝ7连续 𝐹 𝑥 在 𝐷内每点连续

Jacobi矩阵：

𝐹% 𝑥 =
𝜕𝑓)
𝜕𝑥* +×+
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6.1 不动点迭代
构造 𝐹 𝑥 = 0的等价方程组：𝑥 = Φ 𝑥 ，则 𝐹 𝑥 零点等价于Φ 𝑥 不动点

迭代格式：

𝑥(!%&) = Φ 𝑥 !

设Φ 𝑥 连续，若

lim
!→%1

𝑥(!) = 𝑥∗

由Φ 𝑥 连续性得 𝑥∗ = Φ 𝑥∗ ，则 𝐹 𝑥∗ = 0
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6.2 不动点迭代的收敛性
定理：设Φ 𝑥 在 𝐷 ⊆ ℝ7内有定义，且

（1）∃闭集 𝐷/ ⊆ 𝐷， 𝐿 ∈ (0,1)，使得

Φ 𝑥 −Φ(𝑦) ≤ 𝐿 𝑥 − 𝑦 ，∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷/

（2） ∀𝑥 ∈ 𝐷/有Φ 𝑥 ∈ 𝐷/

则Φ 𝑥 在 𝐷/存在唯一不动点 𝑥∗，∀𝑥 / ∈ 𝐷/迭代都收敛到 𝑥∗，且

𝑥(!) − 𝑥∗ ≤
𝐿!

1 − 𝐿
𝑥(&) − 𝑥(/)
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定理：设 𝑥∗是Φ 𝑥 不动点，Φ(𝑥)在 𝑈4 -∗ 存在连续偏导数，且

𝜌 Φ" 𝑥∗ < 1

则存在 𝑥∗邻域 𝐷/，对 ∀𝑥 / ∈ 𝐷/都迭代收敛至 𝑥∗

注： 𝜌 Φ" 𝑥∗ 为Φ 𝑥 的Jacobi矩阵的谱半径



定义：设迭代序列 𝑥(!) !9/
%1
收敛到 𝑥∗，若

lim
!→%1

𝑥(!%&) − 𝑥∗

𝑥 ! − 𝑥∗ : = 𝐶

其中常数 𝐶 > 0，则称该迭代为 𝑝-阶收敛.

（1）当 𝑝 = 1且 0 < 𝐶 < 1时，线性收敛

（2）当 𝑝 = 2时，二次收敛（平方收敛）

（3）当 𝑝 > 1或 𝑝 = 1且 𝐶 = 0时，超线性收敛
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6.3 收敛速度



定理：设 𝑥∗是 𝐹 𝑥 零点，𝐹(𝑥)在 𝑈4 -∗ 存在连续偏导数，若 𝐹′ 𝑥∗ 非奇

异，则存在 𝑥∗的闭邻域 𝑆，使得Newton迭代序列都超线性收敛至 𝑥∗，若

𝐹" 𝑥 − 𝐹′(𝑥∗) ≤ 𝐿 𝑥 − 𝑥∗ ，∀𝑥 ∈ 𝑆，𝐿 ∈ (0,1)

则Newton迭代序列至少平方收敛至 𝑥∗
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6.4 Newton迭代法

𝑥(!"#) = 𝑥(!) −
𝐹 𝑥 !

𝐹′ 𝑥 !



例4 用Newton法求解

]
𝑥&$ − 10𝑥& + 𝑥$$ + 8 = 0
𝑥&𝑥$$ + 𝑥& − 10𝑥$ + 8 = 0

解：

𝐹(𝑥) =
𝑥&$ − 10𝑥& + 𝑥$$ + 8
𝑥&𝑥$$ + 𝑥& − 10𝑥$ + 8

，𝐹′(𝑥) =
2𝑥& − 10 2𝑥$
𝑥$$ + 1 2𝑥&𝑥$ − 10

取 𝑥/ = 0,0 8，迭代可得
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Ch7_4ex4.m



小结
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Newton法

收敛阶

不动点迭代

非线性方程

割线法

抛物线法

Newton法

非线性方程组
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