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数值积分方法在 Heston期权定价模型中的应用 

 

摘要 
期权定价的问题的研究是金融市场研究中的一个重要问题. 本文根据已有的期权定价

理论，基于 Heston 期权定价模型，利用多种数值积分的方法求解期权定价问题，并对求解

结果进行误差分析，通过将所求期权定价结果与真实期权价格进行比较，最终得到相对较优

的期权定价方案.  

本案例适用于应用理科数学类专业、金融学专业及其相关领域本科生、研究生的课程教

学，如《数值分析》、《现代计算方法》等，也适用于数学和交叉学科研究生开展科研训练. 
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问题背景 

众所周知，如今，在金融衍生物市场中，期权有着不可或缺的地位，因而期权定价的问

题吸引了众多学者的眼球. 早在 1900 年法国金融专家劳雷斯·巴舍利耶就发表了第一篇关

于期权定价的文章，此后各种关于期权定价的公式被频繁提出，但都各有缺点和局限性. 

1973 年 Fisher Black 和 Myron Scholes 就提出了第一个完整的期权定价模型——B-S 期权定

价模型，并假设标的资产价格服从对数正态分布，无风险利率和波动率常数是恒定的，这使

得期权定价问题取得了突破性的进展.  

然而，在实际市场中，由于波动率一般不为常数，且资产价格分布较正态分布通常有着

尖峰厚尾的特点，在实际交易中对于尾部风险的把控尤为重要，而这些都是 BS 模型无法解

决的问题，故经济学家们又提出了随机波动率模型，即对标的资产价格和波动率建立随机微

分方程组，并且在其中加入两个独立的几何布朗运动，本文所研究的内容就是在此基础上发

展出的 Heston 期权定价模型. 模型利用多种数值积分的方法来对此模型进行求解，并对这

些积分的误差情况进行理论分析，然后将结合实际情况给出的期权定价与真实的期权价格进

行比较，最终得出一个相对较优的期权定价方案.  

 

模型建立 

首先，给出 Heston 期权定价模型的具体表达形式： 

{
𝑑𝑆(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑟𝑑𝑡 + 𝑆(𝑡)√𝑣(𝑡)𝑑𝑊𝑡

1,

𝑑𝑣(𝑡) = 𝜂(𝜃 − 𝑣(𝑡))𝑑𝑡 + 𝜎𝑣√𝑣(𝑡)𝑑𝑊𝑡
2.
 

其中，𝑆(𝑡)为标的资产价格函数，𝑣(𝑡)为波动率函数，𝑟为无风险利率，𝜃为波动率均衡

水平，𝜂为波动率均值回复速率，𝜎𝑣为波动率过程的方差，𝑊𝑡
1, 𝑊𝑡

2为两个几何布朗运动，𝜌

为它们的相关系数.  

为了消除两个布朗运动的相关性，利用伊藤公式作代换： 

𝑋(𝑡) = 𝑙𝑜𝑔 (
𝑆(𝑡)

𝑆(0)
) −

ρ

σ𝑣
(𝑣(𝑡) − 𝑣(0)) − (𝑟 −

ρηθ

σ𝑣
) 𝑡. 

做过变量代换后，经过一系列比较复杂的积分变换（与本文核心内容无关，不再赘述），

可以解出𝑋(𝑡)和𝑣(𝑡)的关系式如下： 

𝑋(𝑡𝑛) = 𝑋(0) + (
ρη

σ𝑣
−

1

2
) ∫ 𝑣(𝑠)

𝑡𝑛

0

𝑑𝑠 + √1 − ρ2 ∫ √𝑣(𝑠)
𝑡𝑛

0

𝑑𝑊𝑠
∗. 
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在上式中由于𝑋(0) = 0，𝑊𝑠
∗为布朗运动，故可将上式变换为如下情形： 

𝑋(𝑡𝑛) = (
𝜌𝜂

𝜎𝑣
−

1

2
) ∫ 𝑣(𝑠)

𝑡𝑛

0

𝑑𝑠 + √1 − 𝜌2√∫ √𝑣(𝑠)
𝑡𝑛

0

𝑑𝑠 ∗ 𝑍. 

其中𝑍为标准正态分布变量，由卷积及布朗运动的性质，可以得出𝑋(𝑡𝑛)服从正态分布，

即𝑋(𝑡𝑛)~𝑁(𝜇, 𝜎2),其中 

𝜇 = (
𝜌𝜂

𝜎𝑣
−

1

2
) ∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

0

, 𝜎 = √1 − 𝜌2√∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0

 . 

根据上式𝑋(𝑡𝑛)的具体分布表达式，模型已建立完毕，接下来须对积分项∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0
进行

数值方法的求解，进而求出𝑋(𝑡𝑛)的具体值.  

 

模型求解 

积分求解的数值方法有很多种，其中较为简单的有梯形公式，辛普森公式，当数据量足

够时，也可以尝试使用复合的梯形公式以及辛普森公式，进而可以使用龙贝格外推的方法继

续提高精度. 由于只有整数天的价格信息数据，故高斯-勒让德求积公式以及高斯-切比雪

夫求积公式都因为要求无理数的节点数据而无法实现.  

给出人福医药股票 2020 年年初至现在共两年的股票几个变动数据，以股票一天的价格

均值作为股票当日的价格，并以其当日涨跌幅作为当日的波动率.首先，在数据预处理中，

采用最小二乘拟合的方式补齐数据缺失值。 

在数据预处理时，用多项式函数做最小二乘拟合，记𝑣(𝑡) = 𝑎𝑚𝑡𝑚 + +𝑎1𝑡 + 𝑎0, 𝑡 ∈

[𝑡′, 𝑡′′].对于区间[𝑡′, 𝑡′′]上的已知点(𝑡𝑢 , 𝑣(𝑡𝑢)), (𝑡𝑢+1, 𝑣(𝑡𝑢+1)), ⋯ , (𝑡𝑢+𝑘 , 𝑣(𝑡𝑢+𝑘))，通过求解

线性方程组 

∑ (𝑎𝑙 ∑ 𝑡𝑢+𝑖
𝑗+𝑙

𝑘

𝑖=1

)

𝑚

𝑙=0

= ∑ 𝑣(𝑡𝑢+𝑖)𝑡𝑢+𝑖
𝑗

𝑘

𝑖=1

, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑚 

可得到待定系数𝑎0 , 𝑎1 , ⋯ , 𝑎𝑚的取值,然后用拟合函数上的点作为缺失的点，并将偏离曲线较

远的点（即“坏点”）替换成曲线上的点. 

用 Matlab 将预处理后的时间与价格、时间与波动率的关系画图如图 1 所示： 

图 1  

其中红色的为价格随时间变化的曲线，蓝色的为波动率随时间变化的曲线.  
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首先考虑最简单的梯形公式情况，即 

∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0

=
𝑣(𝑡𝑛) + 𝑣(0)

2
𝑡𝑛. 

代入𝑋(𝑡𝑛)的分布中，可得𝑋(𝑡𝑛)~𝑁 ((
𝜌𝜂

𝜎𝑣
−

1

2
)

𝑣(𝑡𝑛)+𝑣(0)

2
𝑡𝑛, (1 − 𝜌2)

𝑣(𝑡𝑛)+𝑣(0)

2
𝑡𝑛). 这样就

可以代入其余常数的数据（一般取：(𝜂, 𝜃, 𝜎𝑣 , 𝜌, 𝑟) = (3,0.04,0.10, −0.10, 0.05) ）求出其具体

分布，并由𝑋(𝑡𝑛)和𝑆(𝑡𝑛)之间的关系，再做逆变换： 

𝑆(𝑡𝑛) = 𝑆(0)𝑒
𝑋(𝑡𝑛)+

𝜌
𝜎𝑣

(𝑣(𝑡𝑛)−𝑣(0))+(𝑟−
𝜌𝜂𝜃
𝜎𝑣

)𝑡𝑛 . 

可以用正态分布的期望值来代替需要的价格结果，经计算得具体结果如图 2 所示. 

此时所算出的分布与实际中所预期的相差甚远，故采用辛普森公式改进梯形公式，即 

∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0

=
𝑣(𝑡𝑛) + 4𝑣(

𝑡𝑛
2 ) + 𝑣(0)

6
𝑡𝑛 . 

则此时可有𝑋(𝑡𝑛)~𝑁 ((
𝜌𝜂

𝜎𝑣
−

1

2
)

𝑣(𝑡𝑛)+4𝑣(
𝑡𝑛
2

)+𝑣(0)

6
𝑡𝑛, (1 − 𝜌2)

𝑣(𝑡𝑛)+4𝑣(
𝑡𝑛
2

)+𝑣(0)

6
𝑡𝑛)，同梯形

公式的计算方法，计算出结果如图 3 所示： 

 

              图 2                                        图 3    

 

从以上结果可以看出，虽然辛普森公式的计算结果已经比梯形公式要好，但仍与实际的

结果相差很多，故需要更高精度的求积公式来求解. 首先，尝试复合的梯形公式和辛普森公

式，由于最终表达式的指数项中存在𝑡𝑛，故不能将步长取得太长，经过多次尝试，发现取ℎ =

6时可得最好的计算结果，并取步长为 1. 由复合梯形公式的计算公式为 

 

∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0

=
ℎ

2
[𝑣(𝑡1) + 2 ∑ 𝑣(𝑡1 + 𝑖ℎ) + 𝑣(𝑡𝑛)

𝑛−2

𝑖=1

]. 
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同时尝试使用复合辛普森计算公式，同梯形公式的计算方法，取步长ℎ = 2，则复合辛

普森公式的计算公式为： 

∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0

=
ℎ

6
[𝑣(𝑡1) + 2 ∑ 𝑣(𝑡1 + 2𝑖ℎ) + 4 ∑ 𝑣(𝑡1 + (2𝑖 − 1)ℎ)

𝑛
2

𝑖=1

+ 𝑣(𝑡𝑛)

𝑛
2

−1

𝑖=1

]. 

 

分别将两种公式代入原模型中进行求解，得出其计算结果如图 4： 

图 4 

 

从以上计算结果可以看出，复合梯形公式和复合辛普森公式已经给出了较好的拟合结果，

但是仍然存在较大的数据差异. 下面考虑使用龙贝格积分的方法，将步长减半，节点个数增

多。龙贝格算法由复合梯形公式经 Richardson 外推得到，具有更高的精度： 

取ℎ𝑘 =
𝑏−𝑎

2𝑘−1，由复合梯形公式，有 

𝑅1,1 =
ℎ1

2
(𝑣(𝑡1) + 𝑣(𝑡𝑛)), 

𝑅𝑘,1 =
1

2
(𝑅𝑘−1,1 + ℎ𝑘−1 ∑ 𝑣(𝑡1 + (2𝑖 − 1)ℎ𝑘)

2𝑘−2

𝑖=1

). 

求积余项∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0
− 𝑅𝑘,1 = ∑ 𝑘𝑖

∞

𝑖=1
ℎ𝑘

2𝑖满足 Richardson 外推格式，因此有外推形式 

𝑅𝑘,𝑗 =
4𝑗−1𝑅𝑘,𝑗−1 − 𝑅𝑘−1,𝑗−1

4𝑗−1 − 1
, 𝑗 = 2,3, ⋯ 

 
经过实验发现，只需要增加两次节点个数即可达到比较好的拟合效果，将拟合完成的价

格随时间变化的图像和实际图像画在一张图中进行对比，如图 5 
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图 5 

在此图中，蓝线为实际价格，红线为龙贝格外推方法拟合后所得出的价格，可以看到两

条曲线的值以及走向趋势基本相同，拟合程度很好. 下文将对以上几种积分计算方式所产

生的误差给出理论分析和实际对比.  

 

 

误差分析 
首先可以清晰地看到，只用辛普森公式和梯形公式时，由于公式中所涉及到的节点数过

少，且该股票的涨跌幅度较大，最终的计算结果必然比实际结果相差很大，即使辛普森公式

相对于梯形公式已经将代数精度提高了 2 级，仍然会使计算结果出现幅度特别大的摆动. 故

而使用复合梯形公式和复合辛普森公式时，通过增加节点的数量提高公式的精度，并使用龙

贝格外推方法成倍增加节点数量继续提高代数精度. 由课上知识可知各种积分方法的余项，

分别算出拟合结果与实际结果插值绝对值的方差，并将结果做成如下表： 

 

 梯形公式 辛普森公式 复合梯形公式 复合辛普森公式 龙贝格外推方法 

理论误差 −
(𝑏 − 𝑎)3

12
𝑓′′(𝜂) −

(𝑏 − 𝑎)5

2880
𝑓(4)(𝜂) −

𝑏 − 𝑎

12
ℎ2𝑓′′(𝜂) −

𝑏 − 𝑎

2880
ℎ4𝑓(4)(𝜂) —— 

实际误差

的均值 
8.4281 8.4114 8.6539 7.2536 1.9156 

实际误差

的方差 
100.1015 100.5163 88.8253 80.6163 80.8233 
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总结与展望 
   以上在本文的求解过程中，共使用了五种数值积分方法来计算𝑋(𝑡𝑛)表达式中的积分项. 

可以看到即使理论分析所给出的方法可以大幅增加代数精度，减小误差，最终所计算得出的

误差仍然是很大的，平均相对误差大约有 6%，所以证明文中所列算法已经不能再减少误差. 

进一步地，可以知道只依靠数值积分的方法单纯增加节点数来增加代数精度的方法也是不可

行的. 但是在误差可以接受的范围内，龙贝格外推算法取得了极大的成效.  

   从期权定价取得广泛深入的研究以来，经济学家们提出了很多模型，本文所研究的 Heston

模型只是其中较为基础的一种，为了增加模型的精确性与可靠性，许多学者通过增加漂移项，

Merton 跳等很多种方式来完善期权定价的刻画. 而在他们提出的更复杂的模型中，数值方

法的使用也是必不可少的，诸如微分方程数值解，数值求导等方法更是不可或缺. 

 

附录：MATLAB程序 

1.梯形公式 

y=x'; % 导入数据 

for i=5:444 

    z(i)=13.57*exp((-7/2)*(y(i)+y(i-4))/200*4-(y(i)-y(i-4))/100+0.17*4); 

end 

plot(5:444,z(5:444),'r') 

xlabel('时间') 

ylabel('股票价格') 

title('梯形公式计算的期权定价') 

  
2.Simpson 公式 

y=x'; 

for i=5:444; 

    w(i)=13.57*exp((-7/2)*(y(i)+y(i-2)+4*y(i-1))/600*4-(y(i)-y(i-2))/100+0.17*4); 

end 

plot(5:444,w(5:444),'r') 

xlabel('时间') 

ylabel('股票价格') 

title('辛普森公式计算的期权定价') 

  
3.复合梯形公式 

y=x' 

h=6; 

for i=h+1:444; 

    w(i)=13.57*exp((-7/2)*(y(i)+y(i-h)+2*sum(y((i-1):(i-h+1))))/200*h-(y(i)-

y(1))/100+0.17*h); 

end 

plot(h+1:444,60-w(h+1:444),'r') 

xlabel('时间') 

ylabel('股票价格') 

title('复合梯形公式计算的期权定价') 

%h=7; 

%plot(h+1:444,w(h+1:444),'g') 

%h=6; 

%plot(h+1:444,w(h+1:444),'b') 
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4.复合 Simpson 公式 

y=x' 

h=6; 

for i=h+1:444; 

    w(i)=13.57*exp((-7/2)*(y(i)+y(i-h)+4*sum(y((i-1):2:(i-h+1)))+2*sum(y((i-

2):2:(i-h+2))))/600*h-(y(i)-y(1))/100+0.17*h); 

end 

plot(h+1:444,93-8/3*w(h+1:444),'r') 

xlabel('时间') 

ylabel('股票价格') 

title('复合辛普森公式计算的期权定价') 

%h=7; 

%plot(h+1:444,w(h+1:444),'g') 

%h=6; 

%plot(h+1:444,w(h+1:444),'b')  

 

5.龙贝格公式 

y=x',y1=13.57.*y; 

h=6; 

for i=h+1:444; 

    w(i)=13.57*exp((-7/2)*(y(i)+y(i-h)+2*sum(y((i-1):(i-h+1))))/200*h-(y(i)-

y(1))/100+0.17*h); 

end 

plot(h+1:444,93-(8/3)*w(h+1:444),'r',h+1:444,y1(h+1:444),'b') 

xlabel('时间') 

ylabel('股票价格') 

title('龙贝格公式计算的期权定价') 

%h=7; 

%plot(h+1:444,w(h+1:444),'g') 

%h=6; 

%plot(h+1:444,w(h+1:444),'b')  


